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Capftulo 1 

Operaciones con numeros complejos 


Sea z £ C, un nurnero complejo arbitrario que lo escribimos de la forma z = x+iy, con de 

tal rnanera que x lie z e y - Im z, son la parte Real y parte Imaginaria de z, respectivamente. 
Con los numeros complejos podemos hacer las siguientes operaciones: 


Suma 
Producto 
Conjugacion 
Valor absoluto 
Distancia entre complejos 


zl + Z2 = ( Xi + X2) + i(yi + 2 / 2 ), 
ziz 2 = (2:1X2 - 2/12/2) + i(xiy2 + 2/1X2)- 
z — > z : z = x — iy, 

\z\ = \/ x 2 + y 2 = \z\ = ^fzz > 0, 
d(Z!,Z 2 ) = \zi - z 2 1 = \z 2 - 2 q| > 0. 


Ademas, la suma y el producto son operaciones conmutativas y asociativas 


Zl + Z 2 = Z 2 + Zi , ZiZ 2 = Z 2 Zi, 

Zl + (z 2 + z 3 ) = (z 1 + Z 2 ) + Z 3 = Zl + z 2 + z 3 , Zi(z 2 z 3 ) = (ziz 2 )z 3 = ZiZ 2 Z 3 , 
y satisfacen entre ellas las operaciones de distributividad: 


Zl(z 2 + 2 : 3 ) — ZiZ 2 + ZiZ 3 . 


La conjugacion ‘respeta’ a las dos operaciones suma y producto y al valor absoluto: 

(zi + Z 2 ) = Z! + z 2 , (zi_z 2 ) = Z1Z 2 , \z\ = \z\ = \z\. 

Las potencias enteras del complejo i son i, i 2 = —1, z 3 = —i, i 4 = 1 y las demas se reducen a estas. 
Solamente existe un complejo z = 0, si y solo si x = y = 0, y los numeros reales son precisamente 
aquellos numeros complejos que son identicos a sus complejos conjugados. 

z = z, 2 £t. 

El valor absoluto satisface \ziz 2 \ = 1 2 : 1 1 1 2 : 2 1 y las: 

desigualdades triangulares 1 2:1 + z 2 \ < \zi \ + \z 2 1, \zi — z 2 \ > 1 1 2 : 1 1 — | ^ 2 1 1 - 

Formula de Euler 

e z = e x+ly = e x (cos y + i sin y) 

Teorema de De Moivre 

Si el complejo 2 : se escribe como 2 : = r(cos8 + isinO), z = re 1 e , el producto aparece como ziz 2 = 
rir 2 e 1< - 01 + 02 \ y las potencias z n = r n e me , entonces 

z n = r n (cos n6 + i sin n6) . 

Como resulta que ( e l8 ) n = e m 9 , entonces (cos0 + zsin0) n = cos nd + isuind, de donde se pueden 
obtener todas las reglas trigonometricas de los angulos multiples y angulos fraccionarios. 
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CAPITULO 1. OPERA CIONES CON NUMEROS COMPLEJOS 


Problemas 


1.1 Verificar las operaciones siguientes, tanto en su forma ordinaria como usando la forma polar de 
los numeros complejos que se indican: 

5 4 

— = 1 + 2 i, (—1 + i) 7 = —8(1 + i). 

2 + 1 

i( 1 - iV 3)(V3 + i) = 2 + 2?V3, (1 + iv^) -10 = 2 _11 (-1 + iV 3), 

1.2 Describir geometricamente cada una de las regiones del piano complejo 

a) — 7 r < argz < 7 r, \z\ > 3; 

b) 1 < \z-2i\ < 2 ; 

c) \2z + 3| > 5; 

d) Im (z 2 ) >0v Im(z 2 ) > 0; 

e) Re(i) < 

f) \z-3\ > \z\. 


1.3 Indicar que representan geometricamente las siguientes ecuaciones y desigualdades: 

{a} \z — 1 — *| = 1, {6} \z — 1| = \z + i\, {c} \z - 1 + i\ > \z — 1 — i\, {d} \z + Ai\ + \z — Ai\ = 10. 


1.4 Si z = 6 e l7r / 3 , evaluar \e lz \. [Sol. e 3v/3 ] 

1.5 Encontrar todas las soluciones de los sistemas de ecuaciones: 

\z — 12| _ 5 \z — 4| _ 

’ \z — 8 i| 3’ \z — 8 | 


b) \z 2 — 2i\ = 4, {^±1±4 = 1. 

[Sol. z\ = 6 + 17 i, Z 2 = 6 + 8i y z\ = 1 — i, Z 2 = —1 + i.] 

1.6 Encontrar todas las soluciones de cada una de las 8 ecuaciones: 


z 2 =r, z 2 = 3-4i; z 3 = — 1; ^ = 64; 

z 7 + 1 = 0 ; z 8 = 1 + i; z = z 3 ; |^r| — 2 : = 1 + 2 z; 

1.7 Encontrar para que va lores de z se satisface la ecuacion 


cos( 2 : — 1 ) = 2 . 


Resolver aslmismo la ecuacion 

y{ z -i + i){z-iy = z. 

[Sol. z = 2kiT + i( 1 — ln(2 ± \/3) ) , k £ Z y z\ = (1 — i)/2 y Z 2 = (3 + i)/5][Parcial Abril 2004] 


1.8 Demostrar las formulas siguientes: 

( fy\2n 

2c°s— J e ma , 

/ 1 + i tan a \ " 1 + i tan na 

\ 1 — i tan a J 1 — i tan na ’ 

Sugerencia: Escribir esas relaciones en terminos del angulo mitad. 


1.9 Demostrar que no hay ningun valor de z para el cual la funcion e z se anula. Aslmismo, demostrar 


que 


e = e 


Re 2: 


y que 


„z-\-2Tvi z 

e — e 
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1.10 Encontrar todas las soluciones de la ecuacion 

5 i 

tan z = —. 

O 

[Sol. Zk = tin 2 + 7r (| + k) , k € Z.] [Parcial Abril 2003] 

1.11 Demostrar que en el piano complejo, la ecuacion de una circunferencia que pasa por tres puntos 
no alineados z i, z^ y z$ se puede escribir en la forma del determinante 


M 2 

2 

z 

1 

Itil 2 

21 

Z 1 

1 

k 2 | 2 

22 

Z>2 

1 

kal 2 

Z 3 

Z3 

1 


1.12 Encontrar la ecuacion de la circunferencia que pasa por los puntos z\ = 1 — i, z-i = 2 i y 

Z 3 = 1 + *. 

[Sol ( x + l) 2 + y 2 = 5.] 


1.13 Demostrar que en el piano complejo, la ecuacion de una circunferencia que pasa por tres puntos 
no alineados z\, z-i v Z 3 se puede escribir en la forma: 

Z—Z\ Z — Z\ 

Z—Z-2 Z — Z2 

Z3-Z1 — Z3 — Z1 

Z3—Z2 Z3 — Z2 

1.14 Demostrar que para todo nurnero real positivo k ^ 1 la ecuacion 


es la ecuacion de una circunferencia. Encontrar el centro y el radio de la misma. ^Como se puede 
definir entonces una circunferencia? Resolver el problema inverso, es decir, dados el centro y radio 
de una circunferencia, encontrar los puntos z\ y Z 2 y el valor de k que lo satisface. 

1.15 Demostrar que la ecuacion \z — z±\ + \z — 22 1 = a > 0, donde z\ y z^ y a > \z\ — z^ |, son dos 
numeros complejos arbitrarios, es precisamente la ecuacion de una elipse en el piano que tiene sus 
focos en los puntos z\ y Z 2 . iQue puntos del piano representa la anterior ecuacion si a = 0? si 
a < 0 ? 


1.16 Probar que la forma usual de resolver las ecuaciones de segundo grado es aplicable a la ecuacion 
az 2 + bz + c = 0, cuando a, b y c son numeros complejos. 

1.17 Demostrar que para todo polinomio de coeficientes reales de la variable compleja 2 , P(z), se 
verifica la igualdad 

P(z) = P{z). 

1.18 Un nurnero z recibe el nornbre de numero algebraico si es la solution de una ecuacion 
polinomica del tipo aoZ n + a\z n _1 + • • • + a n -\z + a n = 0, con n finito y donde los ao, ■ ■ ■ , a n son 
enteros. Los numeros que no verifican esta condition se denominan numeros trascendentes. En 
particular e y 7 r son numeros trascendentes, pero todavia no se ha demostrado que e7r 6 e + 7r lo sean 
o no. Probar que los numeros siguientes son numeros algebraicos. 

a) V3 + V2- b) \/4 — 2i. 


1.19 En la proyeccion estereografica de la esfera de diametro unidad sobre el piano complejo, en la 
que el polo sur de la esfera se identifica con el 0, demostrar que si (£, 77 , C) son las coordenadas de un 
punto de la superficie de la esfera y z — x + iy su irnagen estereografica, entonces estan relacionados 
por 




X 

iW’ 


77 = 


y 

i + M 2 ’ 


C = 


1 + UI 2 ’ 


= 77 C 

+ ?7 2 ’ ^ + t; 2 


X = 
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CAPITULO 1. OPERA CIONES CON NUMEROS COMPLEJOS 


1.20 Si (£, r], () son las coordenadas de un punto P(z) sobre la esfera de diametro unidad, encontrar 
las coordenadas espaciales de las imageries de los siguientes puntos 

P(-z), P(z), p(£). 

[Sol. (— £, —r;, C)i (£,-»?> 1 — 0-] 

1.21 Sean Z\ . z 2 y z 3 tres puntos sobre una circunferencia con centro en el origen. Demostrar que 
el triangulo que posee dichos puntos como vertices es equilatero si y solo si z\ + Z2 + Z3 = 0. 

1.22 Dados tres vertices consecutivos de un paralelogramo z\, Z2 y z 3 , encontrar el cuarto vertice. 

1.23 Demostrar que para todo z se verifica la identidad: 

I \J z 1 — 1 + 2 1 4- | \/ z 2 - 1 — z\ = \z — 1| + |z + 1|. 

1.24 Demostrar que si tenemos un triangulo equilatero de vertices z 1 , Z 2 y z 3 , entonces se cumple: 

Z^ ~h Z% ~h Zg = Z1Z2 + Z2Z3 + Z3Z1. 


Asimismo 

( Z 3 - Z\){z 2 - z 3 ) = (z 1 - z 2 ) 2 , (zx - z 2 )(z 3 - Zi) = (z 2 - z 3 ) 2 . 

1.25 Demostrar que cualesquiera que sean los complejos z y ( se verifican las identidades y desi- 
gualdades: 

1. |2 + CI 2 + I*-CI 2 = 2 M 2 + 2 |C| 2 . 

2. |< + 1| 2 + \z- Cl 2 = (1 + M 2 )(i + ICI 2 )- 

3 . |< - 1 | 2 - I* - Cl 2 = (M 2 - 1)( ICI 2 - !). 

4 . \z + c\< M + ICI- 

5. k-CI>IN-ICII>N-|C|. 
e. k + CI>IW-|CII>N-|C|. 

7. k-CI < N + ICI- 

1.26 En calculo vectorial se define el producto escalar (o producto interior) de dos vectores u = 
(ui,u,2,u 3 ) y v = (vi,V2,v 3 ) mediante u v = u\V\ + U2V2 + u 3 v 3 . Se demuestraque u v = |u||t;| cos 9, 
siendo 9 el angulo que forman dichos vectores. Si los complejos los consideramos como vectores 
bidimensionales demostrar que su producto interior se escribe como: 


zi ■ z 2 = Re(ziz 2 ). 


1.27 En calculo vectorial se define el producto vectorial (o producto exterior) de dos vectores 
u = (ui,U2,u 3 ) y v = (vi,v 2 ,v 3 ) como otro vector w = (wi,w 2 ,w 3 ) mediante w = u x v, cu- 
yas componentes son w 1 = U2V 3 — u 3 V2, w 2 = u 3 vi — uiv 3 , w 3 = u\v 2 — u,2V\. Se demuestra que el 
modulo de este vector vale \w\ = |u||n|sin0 siendo 9 el angulo que forman dichos vectores. Si los 
complejos los consideramos como vectores bidimensionales su producto vectorial seria perpendicular 
al piano complejo y solamente tendria la tercera componente no nula. Demostrar que esta tercera 
componente asociada al producto vectorial se calcula mediante 


Zl X Z 2 = Im(2iZ 2 )- 


1.28 En calculo vectorial se demuestra que el area del paralelogramo subtendido por los dos vectores 
u = (ui,U2,u 3 ) y v = (vi,V2,v 3 ) vale Area= | u x v\. Encontrar el area del triangulo cuyos vertices 
son los puntos zi = 2 + i, z 2 = — 1 — i y z 3 — 3. 
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1.29 Demostrar que el area de un triangulo cuyos vertices son los puntos z\, z-i y Z 3 , es 

( Z 2 ~ ^3) |~1 1“ 

4 iz\ 

TV 

donde el sumatorio se extiende a todas las permutaciones n dclicas de 1, 2 y 3. 

1.30 Probar que el conjunto de numeros complejos z = a + ib es equivalente al conjunto de matrices 
reales 2 x 2 de la forma: 


a b\ , _ 

, , a, b G K. 

-b a J 

Establecer la relation entre las operaciones surna y producto de matrices con las correspondientes 
operaciones con complejos. ^Corno se caracteriza entre las matrices la conjugation compleja? el 
valor absoluto \z\. Analizar la forma general de un nurnero complejo de valor absoluto l.^Tiene algo 
que ver con las rotaciones del piano? 


z = a + ib 


Z = 


1.31 Analizar la convergencia de las sucesiones 


, _ i n i \ _ (1 + i) r 

& ) — ? b j Un — 

n n 


1.32 Probar que 


a) 11m =0; b) Km 

n —> 00 77,^ -|- 1 n — >-oo 


n m 

n + 3i n + 1 


= 1 — i. 


1.33 Probar que la serie 

OO 

1 + i/3 + (i/3 ) 2 + • • • = YXil3) n 1 , 

n —1 

converge y hallar su llmite. 


1.34 Encontrar para que valores del parametro real a las siguientes series son convergentes: 

OO OO OO 

a) ^ 2 n ~ a e in , b) ^n-“e“ /n , c) ^ (n 2 + l) (e m ' n - l) , 

n—1 n—1 n—1 

(a + l)(a + 2) • • • (a + n) , n 
^ n\ 

n—1 

1.35 Calcular, usando la formula de De Moivre, las funciones trigonometricas de angulos multiples 

sin k 6 y cos kO, con k entero, en terminos de las funciones sin 8 y cos 9 y sus potencias. [Y si k es un 

nurnero fraccionario de la forma k = 1 /n, con n entero? Particularizar para el caso k = 5 y k = 1/2. 

1.36 Encontrar las siguientes surnas en terminos de funciones ordinarias v del parametro n: 

sin x + sin 2 x + ■ ■ ■ + sin nx, cos x + cos 2 x + ■ ■ ■ + cos nx, 

sin x + sin 3x + ■ ■ ■ + sin(2n — l)x, cos x + cos 3x + ■ ■ ■ + cos(2 n — l)x, 

sin x — sin 2 x + 1- (— l) n_1 sin nx. 

(Se sugiere considerar surnas de progresiones geometricas de razon e lx .) 

1.37 Resolver las siguientes preguntas: 

1. Calcular las partes real e imaginaria de (1 — i) il . 

2. Calcular las partes real e imaginaria de las soluciones de sin z = 2. 
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CAPITULO 1. OPERA CIONES CON NUMEROS COMPLEJOS 


3. Determinar la imagen del rectangulo R determinado por los intervalos de los ejes real e imagi- 
nario R = [log 2, log 3] x [ — 7r, 7 t] , bajo la action de la funcion exponential f(z ) = e z . 

[Exarnen Junio 2002] 

1.38 Resolver las siguientes preguntas: 

1. Hallar todas las soluciones de la ecuacion (e z + l) 3 + 8 = 0. 

2. Calcular todos los valores posibles de (cos*)*. 

3. Sea t G (— 7r,7r). Calcular el argumento principal del complejo e lt + 1. 

[Exarnen Septiembre 2002] 


1.39 Resolver las siguientes preguntas: 

(a) Calcular todos los valores posibles de (1 — *) 1+ *. 

(b) Hallar todas las ralces de cos z = cosh z. 

(c) Calcular la imagen de la region Q = {z : 4 < \z\ < 9, —n/2 < Aigz < 7t/2}, bajo la action de 
la rarna principal de la funcion f(z) = \fz definida sobre el piano complejo con la llnea de corte el 
semieje real (— oo,0]. [Exarnen Junio 2003] 


1.40 (a) Calcular y representar graficamente en el piano complejo las soluciones de la ecuacion 




16 + 16* 


(b) Calcular las partes 
distinto de cero. 

(c) Mostrar que 


real e imaginaria de todos los valores posibles de (ai) 1 si a es un nurnero real 


l + *tan2\" l + *tan(2n) 
1 — * tan 2 J 1 — * tan (2 n) 


(d) Calcular la imagen de la region 


{ 2 G C 


8 < \z\ < 27, 


37T 

T 


< arg z < 0 } 


bajo la action de la rarna principal de \fz en la que el corte se realiza a lo largo de (— oo, 0]. [Exarnen 
Junio 2004] 


1.41 (a) Encontrar las raices de la ecuacion 

sin(e 2 ) = 2 G C. 

(b) Sea 2 GC tal que \z\ = 1 y a G C. Demostrar que 


(c) Calcular la imagen del rectangulo de vertices A = —Mi, B = 77t/4 — Mi, C = 77r/4 + AH y 
D = Mi, mediante la transformation dada por la funcion e lz , siendo M > 0. [Exarnen Junio 2005] 


1.42 Encontrar todas las soluciones de las ecuaciones: 

(a) 2z a + 1 - y/3i = 0. 

(b) cosh 2 — sinh 2 = 1. 

(c) e^ 1 ) 2 = 1. 

(d) Sea f(z) la rarna de \fz que es analltica en el dominio D = C — {z = —iy, y > 0} y tal que 
/(l) = -1- Calcular /(- 1) y f(2i). 

[Exarnen Septiembre 2004] 
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1.43 a) Calcular las partes real e imaginaria de V¥. 

(b) Demostrar que para toda funcion analltica 

C(Re/ W ) = i/' W . 

(c) Si tenemos la region del piano complejo, \z\ > 1, 0 < arg z < 7t/ 4, de la figura, determinar cuales 
son la imagenes de todos estos puntos bajo la funcion analltica I/ 2 2 . 

[Examen Parcial Abril 2006] 

1.44 (a) Encontrar todas las soluciones complejas de la siguiente ecuacion y represent arias en el 
piano complejo 

z 3 — i = — V^. 

(b) Encontrar todos los numeros complejos que satisfacen la igualdad 

z 1+i = 4 


(c) Probar la siguiente igualdad 

cosh (2 + w) = cosh 2 cosh w + sinh 2 sinh iu, \/z,w £ C. 

(d) Calcular 



cuando C es la frontera del cuadrado {z € C, | Re A < 1, | Im A < 1, } y cuando C es la circunferencia 
\z + 2| = 1. 

[Examen Junio 2006] 

1.45 (a) Encontrar las raices de la ecuacion 

sin 2 + cos 2 = 2. 

(b) Encontrar todos los valores de 

(- 2 ) v ' 5 . 

(c) Calcular la irnagen de la region \z\ < 4, — 7r/4 < arg( 2 ) < 7r/4, bajo la transformacion generada 
por la funcion y/z donde deberemos utilizar la rama yfz = v / f e d 7r + 0 / 2 ). 

[Examen Septiembre 2006] 
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CAPITULO 1. OPERA CIONES CON NUMEROS COMPLEJOS 


1.46 (a) Encontrar todas las soluciones de la ecuacion 

2 z + 3 iz = l/z 


(b) Calcular todas las partes real e imaginaria de 


(c) Determinar las imagenes de los puntos de la region 1 < \z\ < 2, 7r/2 < Argz < 37t/4, bajo la 
aplicacion w = 1/ z 2 . Dibujar el resultado. ^Cual es la relation entre las areas de la figura inicial y 
de la final? 

(d) Demostrar que no existe ningun z £ C finito para el que cosh 2 = sinh 2 .^Podemos decir lo misrno 
para un z € C finito tal que cosh 2 2 = sinh 2 2 ? 

(e) ^Es posible la existencia de una funcion analltica tal que su parte real uysu parte imaginaria v, 
sean iguales? la posibilidad u = — i>?[Examen Junio 2007] 

1.47 (a) Calcular todos los valores de 2 € C que verifican 

cos 2 = cos 2 . 

(b) Sea f(z) la rarna de tfz definida en C — [0, 00 ) tal que /(— 1) = (1 — i)/V 2. Calcular f(i). 

(c) Encontrar el valor de , cuvo modulo es e. 

(d) Representar graficamente la irnagen del conjunto A = {z £ C : | 2 | < l,Im 2 > 0}, mediante la 
aplicacion T(z) = (z — i)/(z + «).[Examen Septiembre 2007] 

1.48 (a) Encontrar todas las soluciones de la ecuacion 

2 4 + 8 + 8 \/3i = 0. 

Si unimos los puntos, solucion de la ecuacion anterior, 7 que figura se obtiene? /.Cuanto vale su area? 
^Cual es el radio del drculo inscrito en la anterior figura? 

(b) Calcular 


[Parcial Abril 2007] 


(1 + v / 3i) COS7r 



Capftulo 2 

Funciones analfticas 


Funcion continua Una funcion compleja de variable compleja f(z) es continua en el punto zq si se 
curnple 

Inn f(z) = f(z 0 ). 


y es independiente de la forma en que z tiende a zq. La funcion f(z) = u(x, y) + iv(x, y) es continua 
en Zq = Xq + iyo si y solo si las funciones u y v son continuas en (xq, z/o) • 

Funcion derivable Una funcion compleja de variable compleja f(z) es derivable en el punto Zq, si 
existe el 


lim 


f(z) - f(z 0 ) 


z— > -zo Z ~ Z 0 


y es independiente de la forma en que z tiende a zq. A1 valor del anterior lnnite, si existe y es unico, 
lo representamos por la expresion f'(zo) y lo denominamos la derivada de / en zq. 

Funcion analltica Una funcion f(z) es analltica en un punto zo si su derivada f'(z) existe no solo 
en Zq sino en cada punto z de un cierto entorno de zq. 

Condiciones de Cauchy-Riemann 

Una condicion necesaria para que la funcion w = f(z) = u(x, y) +iv{x, y) sea analltica en una region 
1Z es que en los puntos de esa region se satisfagan las ecuaciones 


du dv du dv 

dx dy ’ dy dx 


( 2 . 1 ) 


Si las anteriores derivadas parciales son funciones continuas en 7Z, entonces las condiciones anteriores 
son tambien suficientes para que w sea analltica en 1Z. 

La derivada de una funcion analltica, expresada como f = u + iv , se puede calcular de las dos 
formas 

dj^ _ du(x, y) . dv(x,y) _ 1 du(x, y) | dv(x, y) 

dz dx dx i dy dy 

Como funcion de z, f'(z) se calcula mediante las reglas habituales de derivation con respecto a z. 
Funciones elementales: El lector debera determinar la region donde son anallticas las siguientes 
funciones. 

Polinomios: 

P(z) = a 0 + aiz + a 2 z 2 + h a n -\ z n_1 + a n z n . 


Funciones rationales: 


w = 


P(z) 

Q(zV 


donde P(z) y Q{z) son polinomios. 

Funcion exponencial 

e z = e x+ly = e^cos y + i sin y) 


Si a es real y positivo se define 


z In a 


donde In a es el logaritmo ‘natural’ de a. 


11 
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CAPITULO 2. FUNCIONES ANALYTIC AS 


Funciones trigonometricas: 


_ e zz e iz + e -iz 

sin z = , cos z = , 

2 i ' 2 

y las derivadas de ellas como sec z, esc z, tan z, cot z. 

Funciones hiperbolicas: 

e z — e~ z e z + e~ z 

sinn z = , cosh z = , 

2 2 

y las derivadas de ellas como tanh z, coth z, etc. 

Funciones logarrtmicas: Si z = e w , entonces escribimos w = In 2 se dice que w es el logaritmo 
natural de 2 y resulta ser una funcion no uniforme, infinitamente multivaluada y definida mediante: 

to = ln2 = lnr + i{9 + 2/c7t) , k = 0,±1, ±2, . . . , siendo z = re l ^ e+2k7r \ 


Funciones trigonometricas inversas: 

arcsin 2 = - In (iz + \/l — z 2 ^ , arc cos 2 = - In ^2 + \/ z 2 — 1^ , 

y otras como arctan 2 , etc. A veces se representan como sin -1 2 , cos^ 1 2 , etc., pero esta notation se 
puede prestar a errores. Son funciones multiformes debido al In y a la raiz cuadrada. 

Funciones hiperbolicas inversas: 

arcsinh 2 = In ^2 + \/z 2 Fl'j , arccosh 2 = In ^2 + \/ z 2 — lj , 

y las derivadas de ellas como arctanh 2 , etc. Son tambien multiformes. 

La funcion potencial 

z a _ In 2 

para todo a. € C, y si f(z) y g(z) son dos funciones complejas de 2 , 

f(z) 9 & = e 9 ^ 


y en general son funciones multiformes o multivaluadas por su definicion a traves del logaritmo. 
Funciones algebraicas: Son soluciones w de ecuaciones de la forma: 

Po(z)w n + Pi(z)w n 1 + • • • + P n -i(z)w + P n (z) = 0, 


donde Po(z) ^ 0, Pi(z), ... P n (z) son polinomios en 2 . 

Funciones transcendentes (o transcendent ales-): Son aquellas que no sea posible expresarlas como 
una funcion algebraica. 

Funciones elementales: Aquellas funciones que se puedan expresar en terminos de las anteriores 
(salvo las transcendentes) tras un nurnero finito de operational del tipo surnas, restas, productos, 
cocientes v raices. 

Funcion entera: Es aquella que es analltica en todo el piano complejo, excluido el punto del infinito. 
Funcion armonica: Una funcion f(x,y ), definida en una region 1Z de M 2 , se dice que es armonica 
en 1Z si satisface la ecuacion de Laplace para todos los puntos de 7 Z: 


d 2 f(x,y) d 2 f(x,y) = 
dx 2 dy 2 

Las partes real e imaginaria u(x,y) y v(x ,y) de una funcion analltica son funciones armonicas. Se 
dice en ese caso que uy v son funciones armonicas conjugadas pues por satisfacer las condiciones 
(2.1), se tiene 


d 2 u d 2 v d 2 u d 2 v 

dx 2 dxdy ’ dy 2 


d 2 u d 2 u d 2 v d 2 v 

dx 2 dy 2 dx 2 dy 2 ' 


dydx 1 


y sumando 
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Problemas 

2.1 Encontrar la region del piano complejo en la que la funcion \z\ 2 es continua. Calcular la derivada 
de la funcion \z\ 2 en los puntos en que es continua. ^Es una funcion analltica? 

2.2 Determinar la derivada de sin 2 y de e 2z en un punto cualquiera z £ C. 

2.3 Demostar que la funcion f(z) = \/\xy\ satisface las condiciones de Cauchy-Riemann en z = 0, 
pero no es derivable en ese punto. 

2.4 Decir si las siguientes funciones definidas sobre los dominios que se indican, son biumvocas: 

a) w = z 2 , Re z > 0; 

b) w = z 2 , \z\ < 1 ; 

c) w = M < i; 

d) w = ^ (z + i) , \z\<2- 

1 ( 1\ 2 

e) ty=-lz+-J , \z\ < 1 , 0 < arg z < 7 r/ 2 . 

2.5 Demostrar que si f(z) es una funcion analltica de z, entonces 

Verificar este resultado con la funcion f(z ) = z 2 . 

2.6 Determinar: 

M' z 10 + l 1 -cos 2 1 cos z 1/z 2 

a) iim — 5 , b) iim = , c) iim — ; d) hmlcosz) ' . 

z^i Z 6 + 1 z ^ 0 2 2 z — *0 sin Z 2 z ^ 0 

[Sol. a) 5/3, b) 1/2, c) 1/2, d) e" 1 / 2 .] 

2.7 Demostrar por que las siguientes funciones no son anallticas en ningun punto del piano complejo: 

fi(z) = xy + iy; // {z) = e v (cos x + i sin x) . 

2.8 Demostrar que las funciones siguientes definidas sobre M 2 , satisfacen la ecuacion de Laplace 
y por lo tanto pueden ser interpretadas corno la parte real de una funcion analltica. En este caso 
determinar la correspondiente funcion f{z) de la cual son su parte real. 

a) u(x, y) = x 3 — 3 xy 2 + 3x 2 — 3 y 2 + 1, 

b) u(x, y) = sin x cosh y + 2 cos x sinh y + x 2 — y 2 + 4 xy. 

[Sol. a) w = z 3 + 3 z 2 + C, b) w = sin 2 + z 2 — *(2sin z + 2 z 2 ).] 

2.9 a) Encontrar todas las funciones anallticas de la forma f(z) = u(x) + iv(y). 

b) Probar que si f(z) es analltica en C, entonces tambien lo es la funcion g(z) = f(z). iQue se puede 
decir de h(z) = f(z )? 

c) Si v es armonica conjugada de u, demostrar que uv y e u cosv son tambien funciones armonicas. 
[Sol. a) f(z) = (ax + b) + i(ay + c), con a, 6 , c const.] 

2.10 Descomponer la funcion sin 2 en sus partes real e imaginaria. 

[Sol. sin 2 = sin x cosh y + i cos x sinh y] 

2.11 Demostrar que las siguientes funciones u(x,y) son armonicas en cualquier dominio del piano y 
encontrar su armonica conjugada v(x,y), as! como la funcion analltica f(z ) de la que son su parte 
real, en los ejemplos: 

1. u = 2x(l — y). 

2. u = 2x — x 3 + 3a :y 2 . 
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3. u = sinli x sin y. 

4. u = y/(x 2 + y 2 ). 

5. u = cosa;siny. 

[Sol: /i (z) = iz 2 +2 z + C; f 2 = 2z — z 3 + C; = — i cosh 2 ; = i/z + C. no es armonica.] 

2.12 Halle la funcion analitica w = f(z) a partir de su parte real u(x, y) = 2e x cosy con la condition 

m = 2 . 

[Sol. 2e z .] 

2.13 Sean u y v {o bien Ui y n,) pares de funciones armonicas conjugadas en un dominio D. Demostrar 
que los pares de funciones U y V que se indican, son asimismo funciones armonicas conjugadas en 
el dominio D. 


a) U = au — bv , V = bu + av, Va, b £ C. 

b) U = au\ + bu 2 , V = aiq + bv 2 , Va, b £ C. 

c) U = U 1 U 2 — V 1 V 2 , V = uiv 2 + viu 2 - 

d) XJ = e u cosv, V = e u sinv. 

e) U = e u ~ v cos 2 uv, V = e“ ~ v sin2un. 

2 2 2 2 
r\ tt uv U Z ~V Z uv . V*~U Z 

f) Cl = e cos — - — , V = e sm — - — . 

’ 2 2 

2.14 Encontrar (si es que existen) funciones armonicas de la forma siguiente: 

a) u — <j)(ax + by ) , Va, b £ K, b) u = <p(x + \/ x 1 + y 2 ) , c) u = 4>{x 2 + y) . 

2.15 Encontrar (si es que existen) funciones armonicas de la forma siguiente: 

a) u = (/){x 2 + y 2 ), b) u = <fi(x 2 — y 2 ), c )u = <j>(y/x), d) u= + ^ V ^ . 

[Sol. a) Cln(a; 2 + y 2 ) + K; (b) C(x 2 — y 2 ) + K; (c) C arctan(y/x) + K\ (d) Cx/(x 2 + y 2 ) + K ] 

2.16 Si en un cierto dominio la funcion compleja w = u + iv y su compleja conjugada u — iv son 
ambas analiticas, probar que w es una funcion constante en ese dominio. 

2.17 Si w es una funcion analitica en un cierto dominio, probar que su valor absoluto |w| no puede 
ser constant# a rnenos que w sea una funcion constante en el dominio. 

2.18 Mostrar que f(z) = 2 / (1 + 12|) es continua y transforma el piano complejo C en el disco |ty| < 1. 
^Es analitica? 


2.19 Determinar los puntos singulares de las siguientes funciones y razonar por que esas funciones 
son analiticas en todos los puntos del piano complejo excepto en los puntos singulares: 

2 2 + 1 
z(z 2 + 1)‘ 

z 2 — 3z + 2' 

3. (z + 2)~ 1 (z 2 + 2Z + 2)- 1 . 

2.20 Comprobar que la funcion 

si 2 yC 0 
si 2 = 0, 

satisface las condiciones de Cauchy-Riemann en el punto 2 = 0, pero no es analitica en dicho punto. 
^Es derivable en 2 = 0? 
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2.21 Dada la funcion f(z) = x 3 — i(y — l ) 3 = u + iv, como resulta que 

Du dv „ 9 
— +i— = 3x 2 , 

OX ox 

^Por que la funcion 3x 2 solamente representa a la derivada f'(z) en el punto zq = it 


2.22 Dadas las funciones f(z) siguientes, demostrar que f'{z) no existe en ningun punto: 

a) 2x + xy 2 i ; 

b) 2 — 5; 

c) e x (cosy — isiny). 


2.23 Encontrar los puntos del piano complejo donde las funciones sin 2 , sinh 2 y tan 2 se anulan y 
aquellos en los que toman valores imaginarios pur os. 


2.24 Demostrar que cada una de las siguientes funciones es una funcion entera: 

fi ( 2 ) = 3x + y + i{3y — x); ^( 2 ) = sinxcoshy + icosssinhy; 

fz ( 2 ) = e~ v (cosx + zsina;); / 4 ( 2 ) = ( 2 2 — 2)e~ x (cosy — isiny). 

[Sol./i = (3 - i)z; h = sin 2 ; / 3 = e iz ; / 4 = (z 2 - 2)e“ 2 .] 

2.25 Sea f(z ) una funcion derivable en el punto zo y sean u = Re / y v = Im /. Demostrar que las 
formulas siguientes son equivalentes: 


1 - /' Oo) = u' x {x 0 , 2/0 ) + iv' x {x o, 2 / 0 ) • 

2 . /'( 2 0 ) = v' y (xo, t/o) - iu' y (xo, 2 / 0 ). 

3. /'( 2 0 ) = u x (x 0 ,y 0 ) - iu' y (x 0 ,yo). 

4- /'( 20 ) = v' y (xo, 2 / 0 ) +n40o,2/o)- 

5- |/'(2 0 )r = < +< =< +< =4 . 

2.26 Sea u(x,y) una funcion armonica. Demostrar que las funciones du/dx y du/dy son asimismo 
funciones armonicas. Si tenemos dadas dos funciones armonicas u{x,y) y v{x,y), que adernas son 
armonicas conjugadas, /,resultan ser armonicas conjugadas las dos funciones du/dx y dv/dx? ;,Y las 
dos funciones du/dy y dv/dyl 


2.27 Sean u y v funciones armonicas conjugadas. Sus curvas de nivel son las familias de curvas sobre 
]R 2 definidas por u(x,y) = C\ y v(x,y) = C 2 . Probar que estas familias de curvas son ortogonales. 
Demostrar que en cada punto (xo, 2 / 0 ) Q ue sea cornun a una curva u = C\ y a v = C 2 , las tangentes(o 
normales) a las dos curvas son perpendiculares, siempre y cuando du/dx y dv/dy no sean ambas 
nulas en el punto. 


2.28 Sea u(x, y)+iv(x, y) una funcion compleja de variable compleja. Si donde aparecen x e y lo sus- 
tituimos por x — > (2 + f)/ 2 , y —■ > (2 — 2) /2 i, entonces < 7 ( 2 , 2 ) = u(x(z, 2 ), y(z , 2 )) + iv(x(z, z),y(z, 2 )). 
Demostrar que la funcion g asi construida no puede ser funcion explicita de 2 si u + iv es una funcion 
analitica. 


2.29 Si f(z) = u(x,y) + iv(x,y) es una funcion analitica, y conocemos su parte real u y su parte 
imaginaria v, demostrar que la f(z) se puede construir mediante las dos posibilidades 

f(z) = u(z, 0) + iv(z, 0), f(z) = u(0, —iz) + iv( 0 , —iz). 

2.30 Si f(z) = u(x,y) + iv(x,y ) es una funcion analitica, dada u (o v) la funcion v (o u) esta 
definida salvo una constante. Por lo tanto, el conocimiento de u (o v) define a / salvo una constante. 
Demostrar (utilizando las condiciones de Cauchy-Riemann) que: 

a) f(z) = 2u(z/2, — * 2 / 2 )+constante, 

b) f(z) = 2iv(z/2,—iz/2)+constante, 

y donde la constante a determinar, mediante identification por ejemplo, puede ser nula. De esta 
rnanera, toda funcion analitica queda definida, salvo una constante arbitraria, por el conocimiento 
de su parte real o imaginaria. 
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2.31 Si f(z) = u(x,y) + iv(x,y) es una, funcion analitica, conocidas u y v, f(z) se puede calcular 
mediante la sustitucion 

f(z) = u[z/ 2, —iz/2) + iv(z/2 , —iz/2). 

2.32 De los resultados de los dos problemas anteriores, demostrar que si f(z) = u(x,y ) + iv(x,y) es 
una funcion analitica, entonces se cumple 

u(z/ 2, —iz/2) = iv(z/ 2, —iz/2). 

2.33 Usando el resultado del problems 2 . 29 , encontrar f(z) para los casos: 

a) u[x, y) = x 4 — 6x 2 y 2 +y 4 , b) v(x,y) = sinhxcosi/, c) v(x, y) = x 3 — 2y 2 , d) u(x, y) = y/(x 2 +y 2 ). 

2.34 Si f(z ) = u(x, y) + iv(x, y) es una funcion analitica, demostrar que / se obtiene conocidas u y 
v en la forma f(z) = u(az, —i{ 1 — a)z) + iv(az, — i(l — a)z), cualesquiera que sea el numero complejo 
a. En particular, en varies problemas anteriores hemos tornado a = 0, a = 1 y a = 1/2, pero no es 
necesario que a sea real. 

2.35 Sea la funcion f(z) = 2 ; 1 / 2 .^,Es multivaluada? En caso afirmativo, determinar sus puntos de 
ramificacion v los cortes, clarificando como es la superficie de Riemann sobre la que resulta ser una 
funcion uniforme. Demuestre que con 2 = re 1 6 para r > 0, 0 < 0 < 2i r, la funcion f'(z) existe en todo 
el piano complejo salvo en el origen y en el semieje real positivo y que en ese caso f'(z) = 1/(2 f(z)). 

2.36 Sea la funcion w = \J z 2 + 1. ^,Es multivaluada? En caso afirmativo, determinar sus puntos de 
ramificacion y los cortes, clarificando como es la superficie de Riemann sobre la que resulta ser una 
funcion uniforme. ( ',Y para la funcion w = \/ z 2 — 1? 

2.37 Escribiendo / = u(r,&) + iv(r,0) donde z = re 10 , obtener las ecuaciones de Cauchy-Riemann 
en coordenadas polares 

du 1 dv dv 1 du 

dr r 88 ’ dr r 86 

Usando la forma polar de las ecuaciones de Cauchy-Riemann estudie la derivabilidad compleja de 
/ = z 27 , f = \z\z 2 y f = r 2 + 9 + 2 ir 2 9. 

2.38 Use el valor principal de z % para escribir las funciones armonicas conjugadas u(r,0) y v(r,9), 
siendo z 1 = u + iv. 

2.39 Halle el valor del modulo de la funcion w = sin z en el punto z = n + i log (2 + 5 1 / 2 ). 

2.40 Si f{z) = yfz es la rama analitica de la raiz cuadrada en C excluido el semieje real positivo 
[0, + 00 ) con yf—\ = —i, comprobar que f'(z) = 1/2 y/z. 

2.41 Las orbitas de los planetas alrededor del sol, aunque son ellpticas, son de pequena excentricidad 
y en rnuchos casos se pueden asimilar a circunferencias. Si consideramos las orbitas circulares de la 
Tierra, Marte y Jupiter, de radios Rt = 2, Rm = 3 y Rj = 10, respectivamente y de acuerdo con la 
tercera Ley de Kepler de periodos aproximadamente iguales a Tt — 1, Tm = 2 y Tj = 12, se pide: 

1. Escribir en el piano complejo las trayectorias de los t res planetas alrededor del sol. 

2. Escribir las trayectorias de los planetas respecto de la Tierra y dibujar las mismas en el piano. 

3. Decir si la aproximaeion de Ptolomeo mediante epicilos y deferentes era una aproximacion razo- 
nable. 

2.42 Dada la funcion de dos variables v(x, y) = x 3 — 3 axy 2 , se pide: 

(1) ^.Para que valores del parametro a la funcion anterior es armonica? 

(2) Encontrar la funcion u(x,y) armonica conjugada de la anterior funcion armonica v{x,y). 

(3) ^Cual es la funcion analitica f(z) = u + iv de la cual son, respectivamente, su parte real e 
imaginaria? 

(4) Encontrar los vectores tangentes a las curvas u = cte. y v = cte. ^En que region son estos vectores 
ortogonales?^En que region estos vectores estan definidos? 

(5) Sea f(z) = u + iv. Como u y v son armonicas, tambien lo es u + v. Encontrar en terminos de 
f(z) la funcion g(z) cuya parte real sea u + u.[Examen Junio 2002] 
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2.43 Sea u(x, y) = xy + ( e v + e~ y ) cos x. 

(a) Mostrar que u es armonica. 

(b) Hallar todas las armonicas conjugadas de u y una funcion analitica /(z) expresada en terminos 
de 2 y tal que Re f(z ) = u(x, y) , /( 0) = 2 + i. [Examen Junio 2004] 

2.44 Resolver las siguientes preguntas: 

1. Encontrar todos los polinomios armonicos de la forma 

u(x, y) = ax 3 + bx 2 y + cxy 2 + dy 3 

2. Calcular una funcion v{x , y) para la que u{x , y) + iv{ x, y) sea entera. 

[Examen Septiembre 2002] 

2.45 Dada la funcion 

u(x, y) = x 2 - y 2 + 5x + y , 

x z + y z 

se pide: 

(a) Demostrar que u es armonica. 

(b) Encontrar la armonica conjugada v de la funcion armonica u. 

(c) Determinar la funcion analitica f(z) tal que f(z) = u + iv. 

[Examen Junio 2003] 

2.46 Encontrar todas las funciones armonicas de dos variables x e y de la forma (j){xy ). Encontrar 
la funcion analitica f(z) que tiene corno su parte imaginaria a las funciones anteriormente halladas. 

[Examen Septiembre 2003] 

2.47 Encontrar el desarrollo en serie alrededor del punto zo = 0 de la funcion f(z ) que satisface 
las condiciones /( 0) = 0, /'( 0) = i y la ecuacion diferencial f'{z) + i 2 f(z ) = 0. ^De que funcion se 
trata? [Examen Septiembre 2004] 

2.48 Sea la funcion 

u(x, y) = e x ~ v cos(2 xy) 

(a) Verificar que satisface la ecuacion de Laplace V 2 u = 0 en R 2 . 

(b) Como parte real de una funcion analitica, buscar todas sus armonicas conjugadas. 

(c) Expresar en terminos de 2 la funcion f(z) = u + iv, tal que /( 0) = 1. 

[Examen Septiembre 2004] 

2.49 Sea / = u + iv una funcion analitica en un entorno del origen, donde u(x, y) = x — e~ v sin a;. 
Determinar de que funcion f(z) se trata si debe cumplir ademas la condition 

f(z) 

lim = a, a € C, in € N. 

2^0 z m 

Discutir, v determinar para cada posible valor del numero natural to, el valor del correspondiente 
lirnite a. [Examen Junio 2005] 

2.50 Encuentra la funcion f(z) = f(x+iy ) = u(x, y)+iv(x, y), analitica, que curnple las condiciones: 

/( 0) + /'( 0) = i, u + 2v = 2x(l -y + x)- 2 y(y - 2). 

2.51 Sea /( x + iy ) = cosa:(coshy + asinhy) + i sin x (cosh y + fesinhy). Encuentra para que valores 
de los parametros a y b la funcion /(z) es analitica. Escribe / en terminos de z. 

[Examen Septiembre 2006] 
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2.52 Hallar todas las funciones enteras f(z) : C — ■> C tales que V(a :,y) € K 2 se verifica que 

f(z) = f(x + iy ) = /( x) - f(y ) + 2 xyi 

[Examen Junio 2007] 

2.53 Encontrar todos los posibles valores de a, b, c £ C de forma que la funcion 

f(z) = az 2 + bzz + cz 2 , 

sea una funcion entera. [Examen Septiembre 2007] 



Capftulo 3 

Integration en el piano complejo 


La integral de una funcion compleja de variable compleja entre dos puntos z\ y 22 a lo largo de un 
carnino C que los une, y que puede ser abierto o cerrado en el caso de que Z 2 = Zi, viene dada por 

rz 2 r(x2,y2) Ax 2 , 3 / 2 ) Ax 2 , 3 / 2 ) 

/ f(z)dz= / (u(x, y) + iv(x, y))(dx + idy) = / (udx — vdy) + i / ( vdx + udy ) 

d Zi J(xi,yi) J(xi,yi) J(xi,yi ) 

y se reduce al calculo de las dos integrales curvilineas reales, a lo largo de la curva continua C. Si la 
curva C viene escrita en forma parametrica { x(t),y(t)}, t £ entonces 

[ f(z)dz= [ {u(x(t),y(t))x(t) - v(x(t),y(t))y(t)}dt+i f {v(x(t),y(t))x(t) + u(x(t),y(t))y(t)} dt. 


Si la curva C viene escrita en forma cartesiana y = y{x), entonces 

pZ 2 pX 2 pX 2 

/ f(z)dz = / {u(x,y(x))-v(x,y(x))y'(x)}dx + i {v(x, y(x)) + u(x, y(x))y'(x)} dx. 

J Z\ j X 1 j X 1 

Teorema de Cauchy- Goursat 

Sea f(z) una funcion analitica en una region 1Z y en su contorno C. Entonces 

j) f{z)dz = 0. (3.1 

Teorema de Morera 

Sea f(z) una funcion continua en una region simplemente conexa 1Z y supongamos que se curnple 


j) f(z)dz = 0, 


para toda curva cerrada simple en 1Z. Entonces f(z) es analitica en 1Z. 

Si f(z) es analitica en una region simplemente conexa 7 Z, entonces 

[ f(z)dz = F(b) — F(a)f siendo F'(z) = f(z ) 

J a 

es decir F(z) es una primitiva de f(z) (o bien f{z)dz = dF es una diferencial exacta) y la integral 
entre a y b es independiente del carnino que une dichos puntos. 

Si la region 7 Z es multiplemente conexa, siendo Cq el contorno exterior v Cj, i = l,...,n los 
contornos de las partes interiores, entonces el teorema de Cauchy-Goursat (3.1) se escribe 

(f f(z)dz = 0= (f f(z)dz+ (f f(z)dz + - — + f(z)dz, 

Jc JCo J Ci Jc n 

donde todos los contornos Cj, j = 0, 1, . . . , n estan recorridos de tal manera que al avanzar por ellos 
dejemos siempre el interior de la region a la izquierda. 
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CAPlTULO 3. INTEGRACION EN EL PLANO COMPLEJO 


Teorema de Green en el piano (Teorema de Stokes) 

Si P(x,y) y Q(x,y) y sus derivadas parciales son continuas en una region 1Z del piano y en su 
contorno C, entonces 


j) P(x,y)dx + Q(x,y)dy 




dxdy. 


Formula integral de Cauchy 

Si f(z) es una funcion analitica en una region simplemente conexa 1Z y en su contorno C entonces, 
para todo punto a del interior de 1Z, se tiene 


/(«) 




1 

27 n 


Como f(z) es analitica en a existe su derivada en ese punto que se obtiene de esta formula integral 
mediante derivation con respecto a la variable a 


f'( a ) 



m 

0 - a) 2 


dz. 


Ademas, si f(z) es analitica en a , entonces sus derivadas de cualquier orden f'{a), son 

tambien analiticas en a. 


Teorema del Modulo maximo 

Si f(z) es una funcion analitica sobre y en el interior de una curva cerrada C v no es una funcion 
constante, entonces el valor maximo de \f(z)\ tiene lugar sobre la curva C. 

Teorema de Liouville 

Si f{z ) es una funcion analitica en todo el piano complejo y acotada, es decir \f{z)\ < A1 \/z G C, 
para una constante fija M, entonces f{z) es una funcion constante. 

Teorema fundamental del algebra 

Todo polinomio P{z) = ao + a±z + • • • + a n z n , con n > 1 y a„ / 0, tiene al rnenos una raiz. 

Si esto es cierto y zi es esa raiz, entonces se puede factorizar P(z) = (z — Zi)Q(z) con Q(z ) un 
polinomio de grado n — 1, al cual le extendemos el anterior resultado y por lo tanto todo polinomio 
P(z) de grado n posee n raices. 


Teorema del Argumento 

Si f(z) es una funcion analitica sobre y en el interior de una curva cerrada C , salvo tal vez en un 
numero finito de polos en el interior de C , entonces 


1 

27T7 


c 


m 

/(*) 


dz = N~P, 


donde N y P son respectivamente el numero de ceros y polos de f(z) dentro de C. 

Su demostracion se basa en que si a es un cero de orden n y (3 es un polo de orden p de f(z), 
entonces la funcion se puede escribir f(z) = (z — a) n g(z ) con g(a) / 0y f(z) = h(z)/(z — (3) p con 
h{0) finito y yf 0. 


Desigualdad de Cauchy 

Si f(z) es analitica dentro y sobre una circunferencia C de radio R y centro en z = a, entonces 


|/ (n) (a)| < 


Mn\ 

R n ’ 


n = 1,2,... 


donde M es una constante tal que \f(z)\ < M sobre C, es decir M es una cota superior de \f(z)\ 
sobre C. 



Problemas 

3.1 Dadas las siguientes funciones f(z) en el piano complejo, determinar el valor de 
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para los circuitos que se indican: 

a) f(z) = y — x — 3a; 2 *, C es el segmento desde z\ = 0 hasta z 2 = 1 + i; tambien el caso de que 

C sean los dos segmentos desde z\ = 0 hasta Z 3 = i y de este hasta z 2 = 1 + v, 

b) f(z) = z — 1, donde C es el arco de circunferencia z(0) = 1 + e l e , desde z\ = 0 hasta z 2 = 2. 

c) f(z) = e z donde C es el segmento que va desde z\ = 7 ri hasta z 2 = 1, o bien el camino que 

une arnbos puntos a lo largo de los ejes coordenados. 

d) f(z ) = 1/z y donde C es la circunferencia completa de radio R con centro en el origen. 

[Sol. a) 1 — i y (1 — *)/2; b) 0; c) 1 + e en arnbos casos; d) 27 t*.] 

3.2 Si C es el contorno cuadrado con vertices en los puntos z\ = 0, z 2 = 1, Z 3 = 1 + i y Z 4 = * 
demostrar, haciendo la integral, que 


® (3z 2 + l)d 2 : = 0, y que ® 2 ^ 2 : : 
Jc ' Jc 


3.3 Si a y (3 son dos numeros complejos cualesquiera, demostrar que 


2 zdz = (3 —a 2 


a lo largo de cualquier camino que une a con / 3 . ^.Que sucedera si a = /3? 


3.4 Evaluar 


2 , 5 ) 

/ (3® + j/)dx + (2y - x)dy, 

h 0,1) 


(a) a lo largo de la curva y = x 2 + 1; (b) segun la recta que une (0, 1) con (2, 5); (c) por las rectas 
que van de (0, 1) a (0, 5) y luego de (0, 5) a (2, 5); (d) las rectas que van de (0, 1) a (2, 1) y de (2, 1) 
a (2,5). 

[Sol. a) 88/3; b) 32; c) 40; d) 24.] 

3.5 Calcular las primitivas de las siguientes integrales en las que la variable x es real, usando la 
integration en el piano complejo: 


e ax cos bxdx , 


e ax sin bxdx. 


3.6 Calcular cada una de las integrales siguientes y donde el camino de integration es un circuito 
arbitrario que une los puntos llmites de integration. 

/■*/ 2 <. 7T + 2i /*3 

a) / e 71 ' 2 dz, b) / cos ^ dz, c) / (z — 2) 3 dz, 

Ji Jo 2 Ji 

[Sol:a) (1 + *)/ 7r; b) e + 1/e; c.) 0.] 

3.7 Calcular la integral 


cuando a > 0 y para a < 0. 

Calcular la integral de 

rOO 

/ cos ax dx 


para el misrno rango de valores de a. 
[Partial Abril 2003] 
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CAPITULO 3. INTEGRACION EN EL PLANO COMPLEJO 


3.8 Si C es la curva y = x 3 — 3x 2 + 4x — 1 que une los puntos 1 + i y 2 + 3i del piano complejo, 
determinar el valor de la integral siguiente a lo largo de dicha linea. Calcular tambien la integral 
usando una primitiva del integrando. 


(12z 2 


4 iz)dz. 


[Sol. -156 + 38b] 


3.9 Evaluar la integral siguiente a lo largo de los circuitos que se indican: 


c 


| z\ 2 dz, 


a) siendo C\ el circulo \z\ = 1, 

b) siendo Ci el circulo \z — 1| = 1 . 
[Sol. a) 0, b) 27rb] 


3.10 Evaluar la siguiente integral a lo largo del arco de circunferencia de radio 1 que une los puntos 
Zi = 1 y Z 2 = i, de las dos formas posibles. Determinar asimismo el valor de esta integral en ambos 
casos utilizando su funcion primitiva. Discutir el resutado. 


dz 

7z 


3.11 Evaluar las siguientes integrates, cuyo carnino de integration C es la circunferencia |^| = 2, 
utilizando la formula integral de Cauchy 


sin3z , / e lz 

— jzdz, (b — -dz , 

z + 7t/2 J c z j 


[Sol. 2ni, — 7r i, ni/32, 7t/5.] 

3.12 Demostrar que 


sin 6 z 


dz, 


zdz 


c z ~ n/6 ’ Jc (9-z 2 )(z + i) 


2 ni Jr z 2 + 1 


-dz = sin t. 


y si C es la circunferencia | 2 :| = 3. 


3.13 Evaluar la siguiente integral a lo largo de la curva C definida por z 2 + 2zz + z 2 = (2 — 2 i)z + 
(2 + 2 i)z, desde el punto z\ = l hasta el punto z-i — 2 + 2b 


z 2 dz + z 2 dz 


[Sol. 248/15.] 


3.14 Si C es una curva simple cerrada en el piano complejo, que encierra una region de area 
demostrar que 



zdz 


A, 


3.15 Si C es una curva simple cerrada en el piano complejo, que encierra una region de area A, 
demostrar que 

A = - j xdy — ydx. 

Usar este resultado para encontrar el area de una elipse de ecuaciones parametricas x = a cos 9, 
y = b sin 9, 0 < 9 < 2n. 
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3.16 Si C es una curva simple cerrada en el piano que encierra una region 7Z de area A, como este 
area se calcula 

A= dxdy , 

Jn 

utilizar el teorema de Green para reescribir la anterior integral en la forma 


A = 



P{x,y)dx + Q(x,y)dy, 


escogiendo adecuadamente las funciones P y Q. 


3.17 Calcular las raices del polinomio P(z) = z A — z 2 — 2z + 2. Probar que si el coeficiente de la 
potencia maxima de z es 1, el producto de todas las raices es igual al termino independiente de 2 . 
Comprobar que al ser de coeficientes reales si existe una raiz tambien existe su compleja conjugada. 
[Sol. 1, 1, —1 ± i.\ 

3.18 Calcular las raices de los polinomios Pz(z) = z 3 — z 2 + (3 — i)z — 2 — 2i y Pa(z) = z A + { 1 — 
3 i)z 3 + (1 + 2i)z 2 + (1 — 13 i)z — 10 + 2 i. Verificar que como los coeficientes no son todos reales, 
dada una raiz, su compleja conjugada no es necesariamente otra raiz. [Sol. (z — i)(z + 2i)(z — 1 — i) 
y (z — i)(z + 2 i)(z — 1 — i)(z + 2 — 3i).] 

3.19 Sea C la circunferencia unidad z = e l8 y k una constante real. Calcular que 

,kz 

— dz, 
z 

es independiente de k, vale 27ri y deduzca a partir de ello la formula 

dde k cos 9 cos(k sin 9) = n. 

3.20 Si f(z) es analitica en el interior y sobre un contorno cerrado y orientado C , tal que el punto 
Zq no esta sobre C, demostrar que se curnple que 




/ Cfil dz = 

Jc z- z 0 


m 

(z- Zo r 


dz. 


3.21 Si f(z) es analitica en el interior y sobre una curva C, probar que: 

a) f\a ) = e~ i8 f(a + P e )d6, b) e~™ e f(a + e i8 )dd, 

2tt J 0 n\ 2 tt J 0 

siendo a un punto perteneciente a la region 1Z encerrada por la curva C. 


3.22 Demostrar que el teorema de Green se puede generalizar en la forma: 

ji F(z,z)dz = 2i J J dA, 

donde dA representa el elemento de area dxdy. 


3.23 Sean P(z,z) y Q(z,z) funciones continuas con derivadas parciales continuas en una region 1Z 
y en su contorno C. Entonces, probar que 

£ p(z ’ ^ dz + Q ^ ^ d ~ z = 21 J £ (!? - S) dA - 

3.24 A partir de la formula integral de Cauchy se pueden obtener las formulas integrales de Poisson 
sobre un circulo, que expresan el valor de una funcion armonica de dos variables u(r, 9) en terminos 
de los valores que dicha funcion toma sobre la circunferencia exterior. Demostrar que 


u(r, 9) 


[ 27T (■ R 2 ~r 2 )u{R ,<j>) 

2n J 0 R 2 — 2Rrcos(9 — </>) + r 2 


siendo R el radio de la circunferencia, <t> el angulo que define cada uno de sus puntos y (r, 9) las 
coordenadas polares de un punto de su interior. Verificar que u(r, 9) es en efecto una funcion armonica. 
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CAPITULO 3. INTEGRACION EN EL PLANO COMPLEJO 


3.25 Siendo los parametros m y a reales v positivos, calcular la integral 


r + oo 


sin ( mx ) 
/ 0 x{x 2 + a 2 ) 


dx 


[Examen Junio 2002] 

3.26 Aplicar el teorema de Cauchy-Goursat a la funcion f(z) = e ~ z 2 en el dominio \x\ < R, 
0 < y < 1 y calcular la integral 

e~ x cos (2 x)dx . 

Para este problema es util recordar que f+°° e~ x2 dx = \pn. [Sol. v / 7r/2e.] [Examen Septiembre 2002] 



3.27 Resolver las siguientes preguntas: 

(a) Sea f(z) una funcion analitica en \z\ < R , con R > 1. Calcular 



/(*) 




en terminos de / v de sus derivadas. 

(b) Encontrar todas las soluciones de l 2 = 2 i. 

(c) Calcular el anillo de convergencia de la serie 


E 




[Examen Septiembre 2003] 


3.28 Calcular la integral 


[Sol. tt/V2.] [Examen Septiembre 2003] 



x 2 + 1 
x 4 + 1 


dx 


3.29 Calcular 

x a 

7i dx , aeK, 0 < lal < 1. 

1 + x z 

Como z a = e“ lnz siendo a un nurnero no entero, es una funcion multivaluada, cuvo punto de 
ramification es el z = 0, suponer un circuito que no contenga al semieje real positivo. 

[Sol. 7r/2cos(a7r/2)] [Examen Junio 2005] 



3.30 Determinar el valor de la integral definida en el piano complejo 



z 

(. Z 2 + 1 ) 2 


dz 


a lo largo de los siguientes caminos: 

1) A lo largo de la recta sobre el eje real x que une los puntos x\ = —2 y X 2 = 2. 

2) A lo largo del semiclrculo de radio 2 y centro el origen que une ambos puntos por la parte inferior 
del piano complejo en que Im z < 0. 

3) Calcular los residuos del integrando en sus polos. 

4) Desarrollar el integrando en serie de Laurent alrededor del punto z o = i. ^Cual es el radio de 
convergencia de esta serie? 

[Examen Partial Abril 2006] 


3.31 Calcular la 



x 3 + x 


dx. 


[Examen Junio 2007] 
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3.32 Sabiendo que f(z) es una funcion analltica en la region \z\ < 10 y que /( 0) = 1, /'( 0) = 2, 
/( 2) = 3 y /'(2) = 4, determinar el valor de la integral 


< l fz + (z- 2) 2 

J|z|=5 V 


z 2 (z — 2) ) 


f(z)dz 


[Examen Septiembre 2007] 
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CAPITULO 3. INTEGRACION EN EL PLANO COMPLEJO 



Capftulo 4 

Series de potencias 


Serie de Taylor 

Como una funcion analitica /(z) en un punto zq admite infinitas derivadas en ese punto, entonces 
se puede desarrollar en serie de Taylor: 




donde la serie converge dentro de un drculo con centro en zo y de radio, en general, la distancia de 
Zo hasta la singularidad de /(z) mas proxima. Los valores de las sucesivas derivadas en zq se pueden 
calcular directamente o bien mediante la formula integral de Cauchy: 


f {n \z 0 ) 



m 

(z - z 0 )" +1 


dz. 


Serie de Laurent 

Si el punto Zq fuera un punto singular de la funcion /(z), que es analitica sobre el contorno y en el 
interior de un anillo comprendido entre los circulos C\ y C2 con centro en z 0, entonces admite un 
desarrollo en la forma 

OO 

/(z) = a n (z — Zo) = • • • + t yn + ' ' ' + 7 zy 4 |-oo + ai(z — zo) + a2(z — Zo) 2 + - • • 

(z - Zo)” (z-z 0 y z-z 0 

que es convergente para todo punto z perteneciente al anillo entre C\ y C2 , y donde los coeficientes 
se calculan mediante 


°" " 2 ni f Ct (z> - ( zo ) n+1 dZ> ' (n “ °’ ±1, ±2, ■ ■ -) 

A la parte que contiene las potencias positivas de (z — Zo), se le denomina la parte analitica 
de /(z) y a la que contiene las potencias negativas (las potencias de 1 /{z — zo)) se le denomina la 
parte principal del desarrollo en serie de Laurent de la funcion ,/(z). La diferencia con la serie de 
Taylor es que en aquel caso solamente tenemos los coeficientes a n con n > 0 y que ademas coinciden 
con el valor de las derivadas a n = /^”^(zo)/n!, cosa que en el desarrollo Laurent dichas derivadas no 
existen porque pudiera ser zq un punto singular, pero el calculo de los coeficientes a n se puede hacer 
mediante una integral definida a lo largo de un circuito que rodee a la singularidad. 

Para calcular los coeficientes a n con n positivo, el circuito de integration es el exterior C2, en tanto 
que los a n con n negativo el circuito es el interior C\, ambos recorridos en sentido positivo. Conviene 
observar que una vez fijados los circuitos C\ y C2 que limitan la region anular, los coeficientes a n 
son fijos e independientes del punto z en el que se pretende evaluar la serie. 

Progresion geometrica: S n = a\ + air + air 2 H air" 1 = ai(l — r")/(l — r). 

Singularidades 

Si la parte principal del desarrollo en serie de Laurent de una funcion /(z), alrededor de un punto 
zq, contiene infinitos terminos, se dice que /(z) tiene en zq una singularidad esencial. 


27 
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CAPITULO 4. SERIES DE POTENCIAS 


Si la parte principal tiene un numero finito de terminos 

a - 1 a - 2 a-n 

z- z 0 {z- z 0 ) 2 (z - z 0 ) n ’ 


entonces se dice que Zq es un polo de orden n de f(z). Si n = 1, entonces se dice que el polo es 
simple. 

Si la funcion uniforme f(z), no esta definida en zq, pero existe el h'm z ^ 2o f(z), se dice que Zq es 
una singularidad evitable (o eliminable), pues nos permite definir f(zo) = lhn,_ 2o f(z). 

Para el analisis de la singularidad de una funcion f(z) en el infinito, se hace el carnbio de variable 
w = \/z y se analiza el desarrollo en serie de Laurent de la funcion F(w) = /( 1/w), alrededor de 
w = 0. La correspondiente singularidad se dice que es la singularidad de f(z) en el infinito. 

Se dice que un punto zq es un punto de ramificacion de una funcion multivaluada f(z) si se 
salta entre las distintas ramas de f(z) cada vez que 2 recorre un carnino que rodea a Zq. 

Criterios de convergencia de series: Una condition necesaria para la convergencia de una serie 
Y z n es que linin^^ \z n \ = 0. La serie funcional 5^n=o° a nfn{z ) es absolutamente convergente para 
aquellos valores de 2 tal que 


lim 

n—* 00 


a n fn{z ) 

a n - lfn-l(z) 


< 1 , 


lim \/\a n f n (z)\ < 1, 


y divergente si el correspondiente limite es > 1. 

Teorema Si una serie de numeros complejos Y z n es absolutamente convergente (es decir converge 
la Y \ z n\), entonces la serie es convergente. 

Teorema Si una serie de potencias Y a nZ n converge para 2 = z\, entonces es absolutamente con- 
vergente para todo 2 tal que \z\ < \zi\. 

Teorema Una serie de potencias Y a nZ n = S(z) representa a una funcion analitica S(z ) en todo 
punto 2 del interior de su circulo de convergencia. 

Teorema Lina serie de potencias S(z) = Y a nZ n puede derivarse termino a termino en todo punto 
interior de su circulo de convergencia. Esto es S'(z ) = Y na n z n ~ l . 

Teorema Si la serie Y a n( z ~ z o) n converge hacia f(z) en todos los puntos interiores a cierta 
circunferencia \z — zq\ = Ro, entonces esa serie es el desarrollo en serie de Taylor de la funcion f(z) 
en potencias de 2 — 20. 

Teorema La serie de potencias que define a la funcion analitica f(z) para valores de 2 dentro del 
circulo de convergencia, es uniformemente convergente para todos los puntos interiores de su circulo 
de convergencia. 

Teorema Toda serie de potencias de f(z) puede derivarse termino a termino y define la serie de 
potencias de la funcion derivada f(z ) para puntos 2 interiores de su region de convergencia. 

Este teorema se extiende tanto a las series de potencias positivas (parte analitica) corno negativas 
(parte principal). 

Teorema Si dos series de potencias Y a n.z n = f(z ) y Y & mZ m = g(z) convergen respectivamente a 
las funciones analiticas f(z ) y g(z ) dentro de sus circulos de convergencia, la serie formada por las 
surnas de ambas 


(5Z «« 2 ") + (X! b m z m ^j — cio + &o + ( a i + bi)z + (02 + ^2)2 2 + • • • 


converge hacia la funcion f{z) + g(z) para aquellos puntos 2 interiores a arnbos circulos de conver- 
gencia. 

Teorema Si dos series de potencias Y a nZ n = f(z ) y Y b m z m = g(z) convergen respectivamente a 
las funciones analiticas f(z) y g(z ) dentro de sus circulos de convergencia, la serie formada por los 
productos de ambas 




a 0 b 0 + (a 0 6i + a±bo)z + (00^2 + fli&i + ci2bo)z 2 + • • • 


converge hacia la funcion f(z)g(z) para aquellos puntos 2 interiores a arnbos circulos de convergencia. 
Teorema: Ceros de las funciones analiticas. A menos que / sea identicamente nula, si es analitica 
en un punto 20, existe un entorno de Zo en el cual la funcion no se anula, excepto posiblemente en el 
propio punto. Por lo tanto, los ceros de una funcion analitica son puntos aislados. 
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Problemas 

4.1 Encontrar el radio de convergencia de las series 

(2n — 1)! ’ 


>) E 


n — 1 


b) E 




n!2 


4.2 Encontrar la serie de Laurent de las siguientes funciones y a partir del punto zq que se indica, 
determinando su radio de convergencia 


a) 


(*-l ) 2 


zq = 1, b) (z — 3) sin 


1 


z - 1-2 


20 = —2. 


Z-SU12 

c) ^ ; z o = 0 , cl) 


(2 + 1) (2 + 2) 


; 20 = -2. 


4.3 Encontrar los conjuntos de puntos z en los cuales las siguientes series de Laurent son conver- 
gent^ 


E b > E ■=) E 2— 3 (* + i)", d> E 


n =— 00 


n =— 00 


TL— — 00 


n =— 00 


n 2 + 1 


OO _ 1 OO OO 

E (2-" 3 + i) (^«) 2ra , f) E 2 ”* n ’ g) E 2 


2 3 

- n 2 ” . 


TL— — 00 


n =— 00 


n— — 00 


4.4 Desarrollar la funcion 1/(2 — 3) en una serie de potential de 2 : que sea convergente: a) para 
1^1 < 3 y b) para \z\ > 3. 

4.5 Demostrar que el punto z = a es una singularidad evitable de las funciones que se indican: 

a) ^El (o= 1 ); b) — ,(o = 0)i c) — — — , (a = 0); 
z — l z tan z 


i\ 1 cos z . 1 

ci) — 2 — ( a = °); e ) 


,(a = 0); f) % , = 00 ). 


4.6 Demostrar que el punto z = a es un polo de las funciones que se titan, indicando el orden del 
polo. 

1 1 z 2 1 

a) -,(a = 0); b) ,(a = i); c) — — ,(a = oo); 


(z 2 + l) 2 


z+1 


d) 


-(a = 0); e) — ,(a = ni ); f) tamrz, (a = ±1/2, ±3/2, . . .). 


1 — cos 2 e z + 1 

4.7 Demostrar que el punto z = a es una singularidad esencial de las funciones que se indican: 


a) e 2 ,(a = oo); b) e 2 ,(a = oo); c) sin— ,(a = 0); 


cl) z 2 cos — (u = 0); e) e tan2 , (a = 7 t/ 2); f) sin e 2 , (a = 00 ). 

z 


4.8 Sea la funcion de variable compleja 


(a) Decir si el punto zq = 1 es un polo simple, un polo esencial o una singularidad evitable de esa 
funcion. 
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(b) Desarrollar en serie de potencias de z, alrededor del punto zq = 0 y en la region 1 < \z\ < oo la 
funcion 

e z 

z(l - *) 

(c) Escribir expllcitamente los coeficientes del anterior desarrollo que afectan a las potencias z n para 
n = -2, -1,0, 1,2. 


[Parcial Abril 2003] 


4.9 Desarrollar en serie de Laurent segun potencias de 2 — a en la corona D, las siguientes funciones. 
Se indica entre parentesis el punto a y la corona D dentro de la cual la serie sea convergente. 


a) 

b) 

c) 

d) 

e) 

f) 


1 

z(z — 3) 

1 

(z 2 - 9 )z 2 
z + i 

2 2 - 1 
z 2 + 1 
22 


2 , (o=l, D:1<|2-1| <2), 


, (o = l, D: 1 < \z-l\ <2), 


(a = i, —i G D), 

, (a = 1, 2i G D ), 

T, (o= 1, -1 G D), 


z 2 — 2 i 

z(z-l)(z~2)’ ( a = 0 ’ - 2 G ^' 


4.10 Sea 

f(z) = j 


(a) Determinar todos sus puntos singulares y clasificarlos. 

(b) Encontrar la parte principal del desarrollo de Laurent en la region 0 < \z — (n + 2) /(it — 2) | < R 
[Exarnen Junio 2007] 


4.11 a) Demostrar que para todo complejo p, la funcion (1 + z) p admite el siguiente desarrollo en 
serie de potencias alrededor del punto zq = 0: 


(i + z y = i + ^z + 


Pip - !) .2 


p(p — 1) • • • (p - n + 1) 


n\ 


^Cual es el radio de convergencia de esta serie? 

b) ^Como sera el desarrollo en serie de esta funcion alrededor del punto zo = 0 pero que sea conver- 
gente para |^| > 1? 

c) Aplicar los resultados anteriores para encontrar sendas series convergentes en potencias de 2 al- 
rededor de zo = 0 de la funcion (2 i + 2 ) -1 / 2 , indicando sus regiones de convergencia. [Parcial Abril 
2002 ] 


4.12 Dada la funcion compleja 


(2 + l)(2-2)’ 

se pide: 

(a) Encontrar los residuos en sus polos y en el punto del infinito. 

(b) Encontrar el desarrollo en serie de Laurent en potencias de (2 + 1 ), convergente en el dominio 
0<|2+1|<3. 

(c) Encontrar el desarrollo en serie de Laurent en potencias de ( 2 + 1), convergente en el dominio 
\z + 1| >3. 

(d) Desarrollar en serie de potencias de 2 alrededor del punto del infinito. 

[Parcial Abril 2004] 
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4.13 Obtener el desai'rollo en serie de la funcion 1/(1 — z) alrededor del punto zo = 0. Demostrar 
que los desarrollos en serie de sus derivadas se escriben como 

1 = V' z n- 1 1 = n ( n - x ) n- 2 1 = ( n \ n-k+1 

(1 -z) 2 ^ ’ (1 — 2 ) 3 ^2 (1 -z) k ^ \k 

v ' n=l v ' n— 2 v ' n=k v 7 

obtenidos sin mas que derivar termino a termino la serie de la funcion dada. /En que dominio son 
convergentes estas ultimas? 

4.14 Desarrollar en serie la funcion 1/2 alrededor del punto z$ = 1. Obtener el desarrollo en potencias 
de 2 — 1 de las funciones 1 / 2 2 y I/ 2 3 indicando la region de convergence^ 

4.15 Encontrar la parte principal de la serie de Laurent para las siguientes funciones, en el entorno 
del punto zq que se indica: 


1,) (IT2F ( *‘ 0 = _2) - 

b) y-2“’ ( 2 o = 0)- 

sm z 
e iz 

c) a> («o=* & > b> °y 

n (2 2 + l) 2 , 

d) z2 + b2 , ( z 0 = 00 ). 

[Sol. (a) — 2/(2 + 2) 2 + 1/(2 + 2); (b) — l/ 2 2 + l/ 2 ; (c) — ie~ b /2b(z — ib)\ (d) z 2 . ] 

4.16 Calcular los desarrollos de Laurent de f(z) = 1 /z(z 2 — 1) en los anillos 0< \z — 1| < 1 y 
1 < |2 — 1 1 < 2. [Examen Junio 2002] 


4.17 Resolver las siguientes preguntas: 

1. Calcular el desarrollo en serie de potencias centrada en 2 = 1 de la funcion log (1 + 2 ) y hallar 
su radio de convergencia. 


2. Determinar el dominio de analiticidad y clasificar todas las singularidades de la funcion 


/(*) 


(~ ~ l)( g ~ 2) 3 

sin 3 (7 tz) 


Calcular el residuo en 2 = 2. 


3. Hallar el desarrollo de Laurent de f(z) = l/(z 2 — l) 2 en 0 < \z — 1| < 2. 
[Examen Septiembre 2002] 


4.18 Clasificar las singularidades aisladas de 

2 — 2iri 2m 

f{z) = + V 

asi como el valor del llmite de f(z) en sus singularidades evitables y el residuo donde proceda, 
[Examen Junio 2003] 


4.19 Sea 


/(*) 


ln(l + 2 ) - 2 
z m 


in £ N. 


Analizar el tipo de singularidad en zq = 0 y calcular el residuo de f(z) en ese punto para cada valor 
de m. 


[Examen Septiembre 2003] 
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4.20 (a) Determina y clasifica las posibles singularidades de f(z) = a -ct - . 

(b) Hallar la parte principal del desarrollo de Laurent de / en potencias de z en un anillo 0 < \z\ < R. 
^Cual es el valor de RI. 

(c) Calcular 


'l*l=i 


f{z)dz y 


' 1 * 1=5 


f(z)dz 


[Exarnen Junio 2004] 


4.21 (a) Encontrar la parte principal del desarrollo en serie de Laurent de la funcion 


/(*) 


e z + 1 
e z — 1 ’ 


alrededor de los puntos z\ = 27 ri y z-i = —47 ri. 

(b) ^Cual sera el radio de convergencia de la correspondiente serie en el caso (z 2 = — 4m)? 

(c) Calcular los dos primeros terminos no nulos de la parte analltica de su desarrollo en serie de 
Laurent alrededor del punto z 3 = 0. 

(d) Clasificar las singularidades de f(z).i Es el punto del infinito un punto singular? 

[Exarnen Junio 2006] 

4.22 (a)Desarrollar en potencias de z, alrededor del punto del infinito, la funcion 

sinh (l - \) 

(z — 1 ) 2 z 3 

(b) ^Cuanto vale el residuo de la funcion en el infinito? 

(c) Determinar las singularidades de la funcion indicando si se trata de polos de orden finito, polos 
esenciales o singularidades evitables. En el caso de polos de orden finito, determinar su orden. En 
todos los casos calcular los residuos en los polos. [Parcial Abril 2007] 



Capitulo 5 

Residuos 


Residuo: Se denomina Residuo de una funcion en un punto Zq, y lo representamos por Resf(zo), 
a la magnitud 

Res 2=2o f(z) = lim I f{z)dz = Res /(z 0 ), 

R^o 2m J\ z - Zo \ = r 

donde R > 0 es tan pequeno coino queramos. El calculo del residuo en un punto involucra el calculo 
de una integral a lo largo de un circuito cerrado que rodea al punto seguida de un llmite R — > 0. 

Si el punto zo es un punto regular de /(z) su residuo en zq es nulo. Para el calculo del residuo de 
una funcion en el punto del infinito se define mediante: 

Res /( oo ) = — lim - — T (f f{z)dz. 

R—>oo 2l Tl J\ z \— R 


Teorema de los Residuos 

Si una funcion /(z), analitica en una region 7Z salvo tal vez en un conjunto finito de puntos singulares 
Zi , i = 1 ,k, entonces si C es un circuito cerrado contenido en 1Z y que encierra a los anteriores 
k puntos singulares, se tiene que 


r. k 

f f{z)dz = 2m'S^(R.esf(zi)). 
J c i= i 


Si el punto zq es un polo simple, entonces 


Res/(z 0 ) = lim (z - z 0 )f{z). 

z—>z 0 


Si el punto Zq es un polo de orden n, entonces 


1 d” -1 

Res f(z 0 ) = 7 ryy lim ((z - z 0 ) n f(z)) . 

(n — 1)! z^z 0 dz n 1 


Corolario Si consideramos funciones analiticas que solamente poseen puntos singulares aislados, 
entonces la surna de los residuos en todos sus puntos, incluido el infinito, vale 0. 

Corolario Si una funcion es desarrollable en serie de Laurent alrededor de un punto singular aislado 
z o, entonces el coeficiente a_i de su desarrollo en serie de Laurent, es el residuo de f(z) en zq. 

El residuo en el punto del infinito, tanto si este punto es singular corno si no lo es, coincide con el 
coeficiente cambiado de signo — a_i del desarrollo en potencias de z alrededor del punto del infinito. 
Puede resultar que aunque el punto del infinito sea un punto regular de /(z), su residuo sea diferente 
de cero. 
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CAPlTULO 5. RESIDUOS 


Problemas 

5.1 Para cada una de las siguientes funciones, deternhnense los polos y los residuos en los polos: 


a) 


2z+l 
z 2 -z- 2 


; b ) 


2 + 1 

z-l 


sm z 

5 c ) -a-i d ) 


1 


cosh z 


; e) cot z\ 


5.2 Evaluar 


j) e 1//z sinh(l /z)dz, 


donde C es la circunferencia \z\ = 1. 

5.3 Demostrar, pasando al campo complejo, las siguientes integrales: 


sm x 7T 

dx = 

x 2 


5.4 Calcular la integral 


sin x 2 dx = 


sm z 
c (z 3 -z)(z-i) 


1 n r 


cos x 2 dx = 

2 V 2 


d2 


donde C es: 

a) El circuito cerrado |z — 1| = 1. 

b) El circuito cerrado \z\ = 2. 

[Sol. [n(i — 1) sin l]/2 y 7ri(sin 1 — sinh l).][Parcial Abril 2004] 


5.5 Calcular 


sin 2 , ■ / g 

a) Res z=oc , — b) Res z=00 e* /z , c) Res z= i 
2 2 


(2-IP 


d) Res z=(X) 2 2 sin — y e ) Res z=00 2"e°/ Z , f) Res^^e*- 1 . 

[Sol. (a) -1; (b) -i; (c) e; (d) tt 3 /6; (e) -a" +1 /(n + 1)!; (f) 3/2.] 

5.6 Encontrar los residuos de las funciones que se indican en todos sus puntos singular es finitos 

1 2 2 . 1 


a) 




S1117T2 

d ) 7 e) 

(2-1) 3 


b * l + z*’ c) (z 2 + l) 3 ’ 

1 f) 1 


sin 2 ” 


e z + 1 


5.7 Encontrar los residuos de las funciones que se indican en todos sus puntos singulares y en el 
infinito: 

1 1 + 2 8 1 + Z 2n 

a ) b ) TfiTTT - ?)! ’ c ) 1+ a + 0, n = 1, 2, . . . 


2 6 ( 2 - 2 )' 


z 6 (z + 2) : 


z n (z — a) 


n • • 1 i cosz 

cl) sm 2 sm-, e) f) 


sm 2 


2 ■ (2 2 + l) 2 ’ ' (2 2 + l) 2 

5.8 Calcular las siguientes integrales a lo largo del contorno C de la region D que se indica: 

dZ r, (D ■ 1 2 1 1 < 1), 


a) 

b) 

c) 

d) 

e) 


ic 


1 + 2 4 


dz 


l c (2 - 1 ) 2 ( 2 2 + 1 ) 

f sin 2 

lc ' 


(z + l) 


, (£>:|2-l-i|<2), 


3 dz, (D : x 2/3 + y 2/3 < 2 2 / 3 ), 


dz 


Jc (2 2 -l) 2 (2-3) 2 

[ ^ 1/3Z dz, (D : \z\ > 4). 
Jc 2 + 3 


(D : 2 < |2| < 4), 
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5.9 Probar que la integral en variables reales 


1 = 



(In w) 2 
1 + u 2 



(Sugerencia: Tornar corno circuito dos semiclrculos centrados en el origen, de radios e — > 0 y R — > oo, 
unidos a lo largo de los dos trarnos del eje OX.) 


5.10 Verificar que la integral 


5.11 Verificar que la integral 


dO 


27 r 


+ b sin 9 sjo? - b 2 ' 


cos 3 9 7r 

dO = — . 

5 — 4 cos 9 12 


5.12 Dada la siguiente funcion de la variable compleja z, 

1 


> H- 


m = 


z 2 + 2(1 — i)z — 2 i 1 


determinar: 

a) la integral f f{z)dz a lo largo de la recta que va desde el punto A, z\ = —2 hasta el punto D, 
Z 2 = 0. 

b) la integral / f{z)dz entre los dos misrnos puntos, pero ahora a lo largo del carnino ABCD indicado 
en la figura. 

c) Determinar los polos de f(z) y los residuos en los misrnos. 

d) Calcular los polos de su funcion derivada f'{z) v los residuos en los misrnos. 

e) Encontrar el desarrollo en serie de Laurent de la funcion f"(z) alrededor del punto zq = — 1 + i. 
^Para que valores de 2 es esta serie convergente? [Parcial Abril 2002] 



5.13 Sea dada la elipse E de semiejes a y b, a > b, z(9) = a cos 9 + ibsin9, 0 < 9 < tt. Si la 
desplazamos un valor zo = c, obtenemos Ze{9) = acos9 — c+ ibsin9, 0 < 9 < tt. Demostrar que las 
integrales 


h 



a ccos 9 2tt 

^5 o — ^ = — tl\ a 

a z + c z — 2ac cos 9 a 


c), 


r [ n a — ccos 9 W=—H< - 1 

2 Jo c 2 + a 2 cos 2 9 — 2 ac cos 9 + b 2 sin 2 9 b 
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CAPlTULO 5. RESIDUOS 


siendo H (x) la funcion escalon de Heaviside, es decir 


ff(x) = 0, x < 0, H{x) = 1, x > 1. 


Demostrar asimismo que 


Im ® — = bl 2 = 27 iH(a — c). 

Je z 


5.14 Calcular el valor de la integral 


a + b cos 0 


, a>\b\. 


Aplicar el resultado anterior para calcular 


dd 

/o (5 — 3 cos 9) 2 


[Sol. 27r/v / a 2 — b 2 y 57r/32.] [Partial Abril 2002] 


5.15 Sabiendo que a > 0, calcular 


/-on a; 4 + 4 


[Sol. 7re “sin a/2.] [Exarnen Junio 2003] 

5.16 Calcular la integral 

I = f°° *L 

Jo (® 2 + a 2 )5’ 

[Sol. 357r/256a 9 ] [Exarnen Septiembre 2004] 


a > 0. 


5.17 Calcular 


J o x(x 6 + 1) 

SoL / = t( 1 -^s“ s( ' /S/2) ^i; 


[Exarnen Junio 2004] 


5.18 Encontrar el residuo en el punto Zq de la funcion F{z) definida mediante 

m - 


(a) La funcion f(z ) es regular en zo, pero el punto 3o es un cero de orden n de la funcion f(z). 

(b) El punto z o es un polo de orden m de la funcion f(z). 

(c) Aplicar- los resultados anteriores a la funcion F(z) construida a partir de fi(z) = (z — 1 + 2 i) 3 en 
el punto Z\ = 1 — 2i y a partir de la funcion f- 2 (z) = l/(z — i) 4 an el punto z 2 = i. 

[Exarnen Junio 2005] 


5.19 Resolver la siguiente integral definida: 


dx 

(x 2 + 4x + 5) 2 


5.20 Calcula la siguiente integral impropia, siendo a > 0 y b > 0 

f (x 2 — b 2 ) sin a® 

Jo (x 2 + b 2 )x X ~ 


[Sol. — 7r/2 + 7re ab ] 
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5.21 Sea 


/(*) = 




+ z sin 


z+ 1 


Clasifica sus puntos singulares finitos e infinitos aislados y calcula la integral 

(f f(z)dz 
J |*|=2 

[Exarnen Septiembre 2006] 

5.22 Calcular la 


/»47T 


2 cos 9 


I o —5 + 4sin(0/2) 


d9 


[Examen Septiembre 2006] 
5.23 Calcular las integrates 


n2n 


/>2-7T 


cos 2 OdO, 


sin 3 OdO, 


utilizando tecnicas de variable complej a. [Partial Abril 2007] 
5.24 Calcular la 


o2tt 


do 


1 0 2 - sin L (0/2) 


[Examen Septiembre 2007] 
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CAPITULO 5. RESIDUOS 



Capitulo 6 

Transformacion conforme 


Cuando en un dominio 1Z de variables xi, ... ,x n hacemos un cambio de variables a otras yi,...,y n , 
el elemento de volumen de ese espacio transforma: 


dyidy 2 ■ ■ ■ dy n 


d{yi,...,y n ) 

d(xi, ...,x n ) 


dx\dx 2 ■ ■ ■ dx n , 


siendo \d(yi, . . . ,y n )/d(xi, . . . ,x n )\ el determinante de la matriz Jacobiana (el Jacobiano) de la 
transformacion. 

Toda funcion analltica puede ser considerada como una transformacion del piano (x ,y) en el 
piano (u,v). El Jacobiano de la transformacion es el determinante 


d(u, v ) 
d{x,y) 


du du 
dx dy 
dv dv 
dx dy 


dudv du dv /<9w\ 2 / du\ 2 , 2 

dx dy dy dx \ dx ) \ dy ) 


Por lo tanto la transformacion es invertible en aquellos puntos en los que el Jacobiano sea distinto 
de cero, es decir f'(z) ^ 0. Los puntos en los que f'(z) = 0 reciben el nornbre de puntos criticos de 
la transformacion. 


Transformacion conforme 

Si w o = f(zg) es el punto transformado del zg mediante la funcion analltica f(z), entonces un 
elemento de arco en zg, A z se transforma en el elemento de arco A w en wg. Se tiene que en el 
llmite Aw/ Az = f'(zg), con lo que el arg Aw = arg A z + arg f'(zo). Ademas de cambiar de tamano, 
Aw aparece girado un angulo arg/'(zo) respecto de Az, por lo que dos curvas cualesquiera que 
pasen por Zg tienen por curvas transformadas otras dos curvas que en Wg forrnan el misrno angulo. 
Se dice que la transformacion conserva la forma local de la orientation entre curvas, o que es una 
transformacion Conforme. Como |Aty| = | A ^ 1 1 (^o) I ^ entonces el area de una figura pequena en z g 
queda reescalada en el factor \f'(zg)\ 2 , que es precisamente el Jacobiano de la transformacion en ese 
punto. 

Los paralelogramos infinitesimales en cada punto se transforman en paralelogramos infinitesima- 
les con su area reescalada en el factor \f'(zg )\ 2 y girados un angulo que es argf'(zg). Las figuras 
geometricas finitas no conservaran en general su forma, ya que tanto el factor de escala como el giro 
son funciones del punto z g, por lo que en general la forma global de una figura transformada no tiene 
por que ser identica a la figura primitiva. 

Sistemas de curvas ortogonales 

Si w = u + iv = f(z) = f(x + iy) resulta que las curvas u(x, y) =cte. y las curvas v(x, y) =cte. 
forrnan un sistema de curvas ortogonales dos a dos en aquellos puntos en los que f'(z ) ^ 0. 

Transformacion de funciones armonicas 

Si H{x,y) es una funcion armonica de las variables x e y y tenemos una funcion analltica z = 
g{w ) = g(u + iv) que nos produce las funciones x(u, v) e y(u, v ), entonces la funcion de las variables 
u y v, L(u,v ) = H(x(u,v), y(u,v)) es una funcion armonica de estas nuevas variables. 

Ademas las curvas H(x,y) = C, son transformadas en las curvas L(u,v) = C, mediante la 
transformacion analltica 2 = f(w) en los puntos en que f(w) ^ 0. 
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CAPITULO 6. TRANSFORMA CION CONFORME 


Problemas 


6.1 Verificar que el elemento de area en el piano en coordenadas cartesianas dxdy se escribe en 
coordenadas polares como rdrdO, siendo r el Jacobiano de la transformacion de coordenadas. 


6.2 Se denomina transformacion homografica, tambien llamada a veces transformacion bili- 
neal o lineal fraccionaria a la 

w = T(z) = aZ+ Jl , aS- 7/3 ^ 0 . 

7 z + o 

Demostrar que si no se cumple la condition aS — 7/3 ^ 0, entonces la transformacion no es una 
transformacion conforme. 

6.3 Demostrar que la transformacion homografica inverse es la 

Sw — f3 

z = 

—'yw + a 

con lo que el conjunto de transformaciones homograficas forma un grupo que es homomorfo al grupo 
de matrices complejas 2 x 2 de determinante unidad, SL( 2, C). 

6.4 Demostrar que la transformacion homografica se puede considerar como la combination de las 
siguientes transformaciones: Traslacion, rotation, homotecia y de una inversion. Caraeterizar como 
deben ser los parametros a, (3 , 7 y S para cada una de estas operaciones. 


6.5 Demostrar que una transformacion homografica transforma tirculos del piano z en circulos o 
rectas del piano w. Aslmismo, demostrar que la irnagen de una recta es otra recta o un circulo. 

6.6 Demostrar que cualquier transformacion homografica w(z) verifica la ecuacion diferencial 2 w'w"' = 
3(u /') 2 


6.7 Encontrar para las siguientes transformaciones las imagenes de los dominios que se indican: 

z -\- 1 z 

(a) w = i el disco \z\ < 1, (b) w = el sector 0 < argz < 7 r/ 4 , 

z — 1 z — 1 


(c) w = la banda 0 < x < 1 . 

z — 1 

6.8 Encontrar los puntos fijos (o invariantes) de la transformacion 

2^-5 


2 + 4 


[Sol. 2 = — 1 ± 2 i. 


6.9 Encontrar los puntos simetricos (o in versos; del punto 3 + 4 i con respecto a los tirculos 

(a) M = 1 , (b) 1 2 1 1 = 1 , (c)\z-i\ = 2. 

6.10 Demostrar que la transformacion homografica tiene las propiedades siguientes: 

(a) Posee al rnenos un punto fijo (a distancia finita o en el infinito); 

(b) Posee como maximo dos puntos fijos (a distancia finita o en el infinito). 


6.11 Demostrar que una transformacion homografica T{z) que tiene un unico punto fijo a, verifica 
la ecuacion: 

1 1 

— ^ 

1 (z) — a z — a 

si a es finito, o bien T(z) = z + A si a = 00 y donde A es un nurnero complejo constante. 
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6.12 Demostrar que una transformation homografica T(z) que tiene dos puntos fijos finitos a y b 
con a / b, verifica la ecuacion: 

T{z) — a z — a 
T(z) - b = J^b' 

donde k es un nurnero complejo constante distinto de 1. 

6.13 Demostrar que si Z\, z^ y 23 son tres puntos distintos finitos y Wi, W 2 y w 3 otros tres puntos 
distintos y finitos, existe una unica transformation homografica que los relaciona mediante Wi = f{zt) 
y que esta funcion se puede obtener mediante 


w — w 1 
ID — W2 




iComo es la transformation si alguno de los Zi v/o de los Wi es el punto del infinito? 

6.14 Encontrar la transformation homografica que lleva los puntos — 1, iyl + ialos puntos 

(a) 0, l,oo, (b)l,oo,0, (c) 2,3,4. 

6.15 Encontrar la transformation homografica que lleva los puntos 0, 1 + * y 2i a los puntos 

(a) 4,2 + 2i, 0, (b) 0,2 + 2?, 4, (c)0,oo,2i. 

Encontrar la imagen del disco \z — i\ < 1 por las aplicaciones a que dichas transformaciones dan 
lugar. 

Asimismo las transformation^ que nos lie van los puntos i, 00, —i a los puntos 

(d)2,l + ?:,0, (e) 0,1, 00, (f) — 2, 2*, 2, 

y encontrar la imagen del semipiano Re 2 > 0 mediante la correspondiente transformation. 

[Sol. (a) w = 2 iz + 4, \w — 2| < 2,(b) w = 2zi/(iz + 1), \w — 2| > 2, (c) w = (i — 1 )z/ (z — 1 — i), 
Re w > 0.] 

6.16 Supongamos que la funcion w = f(z) posee por desarrollo en serie de Taylor alrededor del 
punto a: 

w = f(z) = f(a) + f(a)(z - a) + • • • + -«)” + ••• 

Demostrar que si las derivadas = 0 para k = 1, . . . ,n — 1 pero / ^ ^ 0, entonces los angulos 
que forrnan las tangentes a las curvas que pasan por el punto critico a en el piano z, se multiplican 
por n para sus imagenes en el piano w. 

6.17 Demostrar que si en el piano 2 tenemos una curva caracterizada por sus ecuaciones parametricas 
x = F(t), y = G(t), t £ [£1,^2], entonces la transformation al piano w dada por 2 = F(w) + iG(w), 
transforma la curva dada en el segmento de eje real [ti , <2] - Aplicarlo al caso de la elipse centrada en 
el origen y de semiejes a y b. 

6.18 Demostrar que si H(x : y) es una funcion armonica y 2 = f(w), es decir x + iy = f(u + iv) es 
una funcion analitica de w, el cambio de variables definido por x = x(u, v), y = y(u, v) es tal que la 
funcion F(u,v) = H(x(u,v),y(u,v)) estambien una funcion armonica en las variables u y v. 
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CAPITULO 6. TRANSFORMA CION CONFORME 



Capitulo 7 

Aplicaciones 


Teorema de la aplicacion de Riemann Sea C una curva simplemente conexa que es el contorno 
de una region 77. Sea C' la circunferencia unidad centrada en el origen, que es el contorno de la 
region 1Z', llamada disco unidad. Entonces existe una aplicacion analltica 1 a 1 en 7 Z, w = f(z) que 
aplica 77 en 77' y C en C' . 

Esta funcion depende de tres constantes arbitrarias y aunque Riemann demuestra su existencia 
no suministra ningun rnetodo para encontrarla. 


Problema de Dirichlet en el circulo unidad Sea C la circunferencia unidad centrada en el 
origen, que encierra al disco unidad 77. Una funcion F(r, 9) que satisface la ecuacion de Laplace en 
77 y que torna unos valores determinados h(cj>) = F( 1, <j>) sobre C viene dada por 


F(r, 9) 


1 r 2n (1 - r 2 )/i(^)# 

2tt Jq 1 — 2 r cos (9 — <j>) + r 2 


Problema de Dirichlet en el semipiano superior complejo Una funcion armonica F(x. y) en 
el semipiano superior Im( 2 :) > 0 y que toma unos valores determinados h(x) = F(x, 0) sobre el eje 
real viene dada por 


F(x, y) 


1 yh(t)dt 

7T y 2 + (x- t ) 2 ‘ 


La funcion Gama de Euler r(z) es la generalization a variables continuas de la funcion factorial, 
T(n + 1) = n\ y se define como 

noo 

r( 2 i) = / (Re(^) > 0). 

J o 

Para Re(z) < 0 se puede extender por prolongation analltica. Posee polos simples en z = 0,-1, —2, 

La funcion Beta de Euler se define como 

B(r,s)= f f r ~ 1 (l — (r>0,s>0). 

J o 


Si r o s son enteros, estan relacionadas mediante 


B(r, s ) = 


r(r)r( s ) 


T(r + s) ’ 

La funcion Zeta de Riemann ((z) se define para Re ( 2 ) > 1 como 

111 00 1 

£(*) ^ 77 + + ^ + "• = 12 7U’ Re ( 2 ) > 1- 


k = 1 
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CAPITULO 7. APLICA CIONES 


Se puede ver que 

1 r°° t z ~ l 

« 2) = r (T)l ~i dt ' (Re( -’ )>0) ’ 

cuya unica singularidad es un polo simple en z = 1 y de residuo 1. 


Problemas fisicos 

Las ecuaciones del potencial eleetrostatico V 2 F = —p/e o son tales que en los puntos del espacio 
en los que la densidad de carga electrica se anule p = 0, el potencial satisface la ecuacion de Laplace. 
En el caso de problemas bidimensionales se podra representar el potencial mediante la parte real 
(o imaginaria) de una funcion analltica, de tal rnanera que la parte imaginaria (o real) representara 
a las curvas que son ortogonales a las superficies equipotenciales, es decir a las llneas del carnpo 
electrico. De esta rnanera una misrna funcion analltica describe a la vez las superficies equipotenciales 
y las llneas del carnpo. Los puntos en los que existan singularidades de la funcion analltica, estaran 
relacionados con las fuentes del carnpo pues en ellos se deja de cumplir la ecuacion de Laplace. 

Otros problemas fisicos interesantes pueden ser aquellos problemas bidimensionales en los que 
existan fenomenos de transmision de ondas, cuya ecuacion es de la forma 


X7 2 f(x,y,t) 


1 d 2 f(x,y,t) 
c 2 dt 2 


y en el caso estacionario, cuando las funciones no dependan expllcitamente del tiernpo pues entonces 
la ecuacion anterior se reduce a la ecuacion de Laplace bidimensional. La funcion / puede ser des- 
crita por la parte real (o imaginaria) de una funcion analltica. Pueden referirse a ondas de sonido 
bidimensionales, ondas de temperature (ondas de transmision de calor), etc. 

La mecanica de fluidos satisface la ecuacion de continuidad 


dp 

dt 


+ pV • v = 0, 


siendo p la densidad del medio y v el carnpo de velocidad del fluido. Si suponemos el fluido incorn- 
presible, dp/dt = 0 y si ademas el regimen del rnisrno es irrotacional, rotf = 0, con lo que el carnpo 
de velocidad se puede derivar de una funcion potencial, v = V4>, resulta entonces que V 2 d> = 0. 
Ejemplos bidimensionales de mecanica de fluidos en regimen irrotacional quedaran descritos por la 
parte real (o imaginaria) de una funcion analltica cuya parte imaginaria (o real) describira las llneas 
del carnpo de velocidad, esto es, las llneas de corriente. 

Corriente alterna 

Cuando en un circuito circula una corriente alterna I (t) = Iq cos tot, la diferencia de potencial 
entre los diferentes elementos del circuito depende de su naturaleza. Si se trata de una resistencia 
Ohmica R, la diferencia de potencial entre sus extremos es V(t) = I(t)R = IqR cos cot = Vo cos cat, 
con Vo = I 0 R. Si es un condensador de capacidad C, entonces V(t) = ( Iq/Clo ) cos(caf— 7r/2), mientras 
que si es un dispositivo con un coeficiente de autoinducion magnetica L, V (t) = (IoLu) cos(wf + 7t/2). 
Existe por lo tanto una relacion lineal entre la diferencia de potencial y la intensidad y a veces un 
desfase temporal. Podemos representar tanto la intensidad I(t), la diferencia de potencial entre los 
diferentes puntos V (t), corno los atributos de los diferentes dispositivos mediantes variables complejas, 
de tal rnanera que la parte de la I(t) y de la V ( t ) que medimos sea su componente real. Asi, hacemos 
la sustitucion: 


I{t)=I 0 e iut , R R, C^X c = 7 ^, L->X L =iLco, Rel(t) = I 0 cosut, 

C(jJ 

de tal rnanera que cada dispositivo tiene ahora una impedancia compleja Z que se obtiene de 
las anteriores asignaciones mediante las reglas habituales de la teoria lineal de circuitos, en que 
impedancias en serie se suman y para acoplamientos en paralelo, el inverso de la impedancia total es 
la surna de los inversos de las correspondientes impedancias. El calculo de la diferencia de potencial 
sigue las reglas de los dispositivos Ohmicos V(t) = I{t)Z. Por lo tanto la intensidad I(t) viene 
caracterizada por un complejo de modulo Iq que rota con velocidad constante w y por lo tanto tiene 
una fase wt, de tal rnanera que Re I(t) representa la intensidad real en este instante t. La impedancia 
Z = R + iX, es un complejo de modulo \/R 2 + X 2 y de fase a, tal que tan a = X/R. Esto hace que 


V(t) = I(t)Z = IqV R 2 + X 2 e i(uJt+a) 


Re V(t) = Vo cos (cat + a), V 0 = I 0 \/R 2 + X 2 . 
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Problemas 


7.1 Encontrar en el piano complejo y en coordenadas polares (r,6) una funcion armonica que sea 
independiente de r. Buscar la solution particular que sobre la recta real toma los valores u(x, 0) = 1, 
para i>0y u(x, 0) = 0, para x < 0. 

7.2 Aplicando la resolution del problema de Dirichlet en el semipiano superior, encontrar una funcion 
armonica en esta region Im(z) > 0 y que sobre la recta real toma los valores u(x, 0) = 1, para x > 0 
y u(x, 0) = 0, para x > 0. 

7.3 Demostrar que si F{ x, y) es una funcion continua v derivable de las variables x, y, si hacemos 
el cambio de variables del piano mediante una funcion analltica w = u + iv = f(z) = f(x + iy), 
entonces se tiene: 

d 2 F(x , y) d 2 F{x, y) , 2 f d 2 F(x(u,v),y(u,v)) d 2 F(x(u,v),y(u,v)) 

dx 2 dy 2 U ^ du 2 dv 2 

y si F es una funcion armonica en las variables x, y tambien lo es en las variables u,v si es que la 
transformation f{z) cumple f'{z) yf 0, es decir es una transformation conforme. 


7.4 Como caso especial del problema de Dirichlet en el piano, obtener la siguiente expresion para 
una funcion armonica acotada F(x, y) en el primer cuadrante 


F(x,y) 


y f°° 

1 

1 

n J- oo 

(t — x) 2 + y 2 

(t + x) 2 + y 2 


h(t)dt , 


y > 0, x > 0, 


y que satisface las condiciones de contorno F(0,y) = 0 para y > 0 v F(x,+0) = h(x), x > 0, 
pudiendo ser h(x) una funcion continua a trozos. 


7.5 Encontrar el potential de un campo vectorial irrotacional que posee dos fuentes (un manantial 
y un sumidero) en los puntos z = — a y z = a y de la misma intensidad. Determinar asimismo las 
lineas del campo. (Nota: la divergencia del campo es nula salvo en los puntos ±a que es de la misma 
intensidad =F27r/c.)[Sol. V(z) = log((,z + a)/(z — a)).] 


7.6 En un fluido bidimensional irrotacional, se denomina potencial complejo de velocidad a la 
funcion compleja fl(z) = U + iV cuya parte real U es el potencial de velocidad, es decir v = W y 
su parte imaginaria V =cte. representa a las lineas de corriente. Si el contorno de un obstaculo C 
es una de las lineas de corriente, demostrar que la fuerza que la corriente hace sobre un obstaculo 
pequeho F = F x i + F y j escrita como el complejo F = F x + iF y , verifica: 


F = F x - iF y = 



( dfl(z) 
\ dz 


2 

dz, 


siendo p la densidad constante del fluido. (Nota: El teorema de Bernoulli establece que a lo largo 
de una linea de corriente la presion p, la velocidad v y la altura y verifican p + pv 2 / 2 + pgy =cte. 
Suponer que la variation de pgy es despreciable para obstaculos pequehos.) 


7.7 En el circuito de la figura, compuesto por una bobina de coeficiente de autoinduccion L, un 
condensador de capacidad C y una resistencia Ohmica de valor R, se aplica una diferencia de potential 
V(t) = Vo cos u>t entre los puntos a y b. Se pide: 

(a) Determinar la impedancia del circuito entre los puntos a y b. 

(b) Determinar que frecuencia u> debe tener la tension aplicada para que el circuito no presente 
ninguna impedancia. 

(c) ique impedancia tendra dicho circuito si la tension aplicada es de frecuencia doble 2 lo! 

(d) Determinar en este segundo caso la corriente que circula por la resistencia. 

(e) ique impedancia tendra dicho circuito si la tension aplicada es una tension continua Vo? ^Que 
corriente circulara en este caso por las dos ramas? 





Capftulo 8 

Curvas en dos y tres dimensiones 


Una curva en R 3 se expresa en forma parametrica corno 


r(t) = X\{t)e 1 + x 2 {t)e 2 + x 3 (t)e 3 = x{t)i + y{t)j + z(t)k, 


siendo e, ; tres vectores unidad ortogonales y las funciones continuas Xi{t) las coordenadas de cada 
punto expresadas en terminos del parametro arbitrario t. La curva se denomina regular si existe 
vector tangente dr/dt = x[(t)e i + x' 2 {t)e 2 + x 3 (t)e 3 en cada punto. Los puntos en los que no exista 
vector tangente se denominan singulares. Si alguna de las funciones Xi(t), por ejemplo la x{t) es tal 
que su derivada x'(t) 0 para todo t, entonces podemos expresar t = t{x) y sustituir en las otras 

dos y obtener las ecuaciones 

y = f(x), z = g{x ) 

que son las ecuaciones cartesianas de la curva, Otra manera de expresar la ecuacion de una curva, 
cuando la sustitucion anterior no es tan evident e, puede ser de forma implicita, mediante dos 
funciones 

Fi(x,y,z) = 0, F 2 (x,y,z) = 0, 

que corresponde formalmente al corte de dos superficies de R 3 . 

La longitud del arco de curva se calcula mediante 

ds = \J dx 2 + dy 2 + dz 2 = sjl + y'{x) 2 + z'{x) 2 dx = \J x'(t) 2 + y'{t ) 2 + z'(t) 2 dt , 


Si la curva es regular entonces ds/dt yf 0 y podemos usar como parametro la longitud del arco s. 
Cuando la curva se expresa de forma parametrica en terminos de la longitud de arco s, se dice que 
es la description canonica de la curva, En este caso i(s) = dr(s)/ds = r(s), es un vector unidad 
tangente a la curva. Cuando usarnos este parametro, las derivadas se representan mediante un punto 
superpuesto, en vez de mediante una tilde. Su vector derivado sera ortogonal a el v lo definimos 
mediante i(s) = k (s)n(s), con n(s) el vector unidad normal principal v donde la funcion k ( s ) se 
denomina la curvatura de la curva en ese punto. A la funcion R(s) = 1/|k(s)| se le llama radio de 
curvatura. A la direction del espacio que define el vector n en ese punto, se le denomina direction 
normal principal a la curva. 

Si en cada punto de la curva regular se define b(s) = t(s) x n(s), que resulta ser otro vector 
unidad perpendicular a los dos anteriores, entonces en cada punto de la curva es posible definir un 
sistema de tres vectores unidad ortogonales con la rnisma orientation relativa que la de los ejes de 
coordenadas. Se les denomina triedro movil y los vectores reciben el nombre de vector unidad 
tangente, normal y binormal, respectivamente. 

La curvatura de una curva en un punto es el carnbio por unidad de longitud del angulo que forma 
la recta tangente con una direction fija, En dos dimensiones, si llamamos 8 al angulo que forma el 
vector tangente con el eje OX, resulta que 


K = 


de 

ds ’ 


9 = arctan y'{x), 


y"{x) y"(t)x'(t) - y'(t)x"(t) 

(1 + y'(x) 2 ) 3 / 2 (x ’{tf + y’{i) 2 y/ 2 
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CAPITULO 8. CURVAS EN DOS Y TRES DIMENSIONES 


Las ecuaciones fundamentales de la teoria de curvas son las ecuaciones dinamicas del triedro 
movil t(s), ra(s), b(s), que se denominan ecuaciones de Frenet-Serret: 

t(s) = n(s)n(s), h(s) = — n(s)t(s) + r(s)b(s), b(s) = —t(s)ti(s). 


Admiten la representation 

t = u) x t, n = uj x n, b = u) x b, 

donde el vector u> = rt + ftb, llamado vector de Darboux, representa la velocidad angular instantanea 
(con respecto al parametro s) expresada en el sistema de referenda del triedro instantaneo. As! como 
k mide el cambio de orientation del vector tangente, la magnitud r(s) que se denomina la torsion 
de la curva, corresponde al cambio de orientation por unidad de longitud, del vector binormal b. 


(r' x r") 


r-'|3 


\r x r 


.// 12 


Ecuaciones intrinsecas de una curva 


El conocimiento de la curvatura k(s) y de la torsion r(s) determinan la curva salvo una rotation 
y una traslacion arbitrarias. Si el sistema de ecuaciones de Frenet-Serret es integrable, calculado el 
vector t(s) = dr/ds e integrado de nuevo nos dara la ecuacion de la curva. En el caso de curvas planas 
r(s) = 0, es siempre posible integral' la ecuacion intrinseca k(s) v obtener la ecuacion de la curva 
r(s). En el caso tridimensional se puede llevar el sistema a una ecuacion de Ricatti. Una solution de 
la curva plana es integral primero dd/ds = k(s) y obtener 9(s) y as! usar como parametro el angulo 
que forma el vector tangente y de esta forma 


r(0) 



ds f 

(cos 9e i + sin 8e 2 ) -y,d9 + c = / (cos 9e i + sin 9e 2 ) 
d9 J 


m 


de 


con c un vector constante, que representa una traslacion. La rotation arbitraria resulta de la constante 
de integration al obtener la expresion de 9(s). 


Movimiento de una particula 

Una particula que se mueve en el espacio describe una curva r(t), cuya ecuacion esta escrita en 
forma parametrica, siendo el tiempo t el parametro utilizado. De esta manera, definimos las siguientes 
funciones: 

a) vector de position, r(t ) , 

b) velocidad, r'(t) = dr(t)/dt , 

c) aceleracion, r" (t) = d 2 r(t) / dt 2 , 

Como asociado a cada punto de la curva existen tres vectores unidad (el triedro intrlnseco) t, n 
y b, en terminos de los cuales podemos expresar los anteriores vectores asociados a la particula. Asl, 
si llamamos v(t) = \r’(t)\ = ds/dt al valor absoluto de la velocidad, resulta 

... dr dr ds , . . . . . . . . 

r (f) = — = — — = v(t)r(t) = v(t)t(t). 
dt ds dt 

La aceleracion 
r ' '(*) = 

La componente tangential de la aceleracion ar = dv/dt y como el radio de curvatura R(t) = 1 /n{t), 
la componente normal de la aceleracion vale ajv = v 2 /R. 


Curvas asociadas a otras curvas 

Se denomina envolvente de una familia de curvas a una curva no perteneciente a la familia tal que 
en cada uno de sus puntos es tangente a una curva de la familia. Sea r(t, A) la familia de curvas 
tal que para cada valor de A se singulariza una curva de la familia. Si la familia viene dada de la 
forma parametrica anterior entonces la envolvente se calcula eliminando A entre la ecuacion dada 
y la que se obtiene de anular el jacobiano d(x,y)/d(t. A) = 0. Esto implica que es posible obtener 
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para cada curva una relation A = A (t), con lo que la envolvente es la curva e(t) = r(t, A(t)). Si la 
familia viene expresada en la forma F(x,y, A) = 0, entonces la envolvente se obtiene de eliminar 
A entre esta ecuacion y la dF(x,y, X)/dX = 0, dado que la curva F(x,y, A) = 0 con A fijo, y la 
F(x, y, A+ AA) = 0 poseen en comun los puntos (x, y) por donde pasa la envolvente luego (F(x, y , A + 
AA) — F(x, y, A))/ AA = 0. 

Recibe el nornbre de evoluta de una curva plana a la curva que definen sus centros de curvatura. 
Si r(t) es la curva dada, su evoluta r*(t) = r(t) + siendo n(t) el vector normal de la 

curva r(t) y R(t) el correspondiente radio de curvatura en cada punto. Resulta que la evoluta es 
tambien la curva envolvente de la familia de rectas normales a la curva dada, que recibe el nornbre 
de evolvente de su evoluta. Las curvas evolventes se construyen desenrollando un hilo inextensible 
sobre la evoluta, de tal manera que variando la longitud del hilo tenemos distintas evolventes con 
una misrna evoluta. 

La circunferencia tangente a la curva en un punto v que tiene la misrna curvatura que esta, recibe 
el nornbre de circunferencia osculatriz. Si el centro de curvatura es el punto de coordenadas 
(ci, C 2 ), la ecuacion de esta circunferencia es (x — ci) 2 + (y — C 2) 2 = R 2 , que al tener con la curva 
dada en el punto x el misrno valor de la y(x), y'(x) y de la y"(x), es decir un contacto de tercer 
grado, resulta que las coordenadas del centro de curvatura y del radio de curvatura, son 


Ci = x — 


1 + y'(x) 2 
y"{x) 


y’(x), 


C 2 = y(x) + 


1 + y'{x) 2 
y"(x) 


(l + y'Qc ) 2 ) 3 / 2 
y"(x) 


1 

K 


o en parametricas 


(x'(t) 2 +y'(tj 2 )y'(t) _ ( x>(t) 2 + y'(t) 2 )x>(t ) (x>(t) 2 + y\t) 2 f/ 2 

y"(t)x'(t)-y’(t)x"(ty 2 ' y"(t)x'(t) -y'(t)x"(ty y"(t)x'{t) - y'(t)x"{t ) ' 


La recta tangente a una curva dada r(t) en un punto to, v parametriza por el parametro A, viene 
dada por 

r*(X,t 0 ) = r(t 0 ) + At (t 0 ) 

El piano osculador a una curva dada r(t) en un punto to es el que contiene a los vectores tyn, 
contiene a la circunferencia osculatriz, es ortogonal a b y si p = (X, Y. Z) es un punto cualquiera de 
este piano, su ecuacion cartesiana vendra dada por 


(p-r(to)) ■ b(t 0 ) = 0. 

El piano normal a una curva dada r(t) en un punto to es el que contiene a los vectores n y b, y 
por lo tanto es ortogonal a t y si p es un punto cualquiera de este piano, su ecuacion vendra dada 
por 

(p-r(to)) -t(t 0 ) =0. 

El piano rectificante a una curva dada r(t) en un punto to es el que contiene a los vectores t y 6, 
y por lo tanto es ortogonal a n y si p es un punto cualquiera de este piano, su ecuacion vendra dada 
por 

(p-r(to)) ■ n(t 0 ) = 0. 


Representation canonica de una curva 

Se trata de ver corno se comporta una curva en las proximidades de un punto, es decir para 
valores pequehos del parametro. Como el punto es arbitrario tomamos s = 0 v desarrollamos r(s) 
alrededor de ese punto tomando corno ejes coordenados e\ = t, e 2 = n y e 3 = b. Entonces, 

2 3 

r(s) =r(0) + r(0)s + r(0)|y + r(0)||-d , 

que como r(s) = nn, r (s) = kn + nh — —n 2 t + kn + nrb, 

r(0) = 0, r(0) = eij r(0) = ft(0)e 2 , r (0) = -K 2 (0)ei + K(0)e 2 + /c(0)r(0)e 3 , 

es decir 

x(s) = s - ^k(0) 2 s 3 + o(s 3 ), y(s) = ^k(0)s 2 + ^k(0)s 3 + o(s 3 ), z(s) = \ k(0)t(0)s 3 + o(s 3 ). 

6 2 6 6 
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CAPITULO 8. CURVAS EN DOS Y TRES DIMENSIONES 


A orden mas bajo, la forma de una curva en el entorno de cualquier punto, tiene por ecuaciones 
parametricas 

1 2 1 3 

x = s, y= -ks , z = -kts , 

por lo que para valores pequeiios de s la proyeccion de la curva sobre el piano osculador XY es la 
parabola y = kx 2 /2, sobre el piano rectificante XZ la cubica z = ktx 3 /6 y finalmente sobre el piano 
normal YZ es la cisoide, z 2 — 2r 2 y 3 /9K = 0. 


Problemas 

8.1 Demostrar que si u(t) y v(t) son funciones vectoriales de la variable real t, se cumple: 
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d_ 

dt 


(u ■ v ) 


du 

dt 


dv 
dt ’ 


d . , du 

— (uxv) = ——xv + ux 
dV ’ dt 


dv 
dt ’ 


du d\u\ 1 du 2 
dt U dt 2 dt 


8.2 Verificar que la cardioide x(9) = cos 9(2 cos 9+1), y(9) = sin 9(2 cos 9+1), 0 < 9 < 2n es una 
curva regular. ^.Posee puntos multiples? Calcular su curvatura. 

8.3 Hallar la longitud de un arco de epicicloide como funcion del parametro 9 a lo largo de la 
curva. Calcular su curvatura. 

x(9) = (ro + r) cos 9 — r cos ^ ? ° ? 9^j , y(9) = (ro + r) sin# — rsin ^ ? ° ? . 

8.4 La asteroide x(9) = cos 3 (#), y(9) = sin 3 (#), 0 < 9 < 2tt [+ s una curva regular? Calcular su 
curvatura. 


8.5 <;,De que orden es el contacto en el punto (0, 1) entre la catenaria y = cosh a; v la circunferencia 
x 2 + (y — 2) 2 = 1 ? Comparer esta circunferencia con su circunferencia osculatriz en ese punto. 

8.6 Parametrizar la espiral logarftmica r(t) = (e ( cost) ex + (e* sint)e 2 en terminos de la longitud 
del arco. 


8.7 Demostrar que si una curva plana viene dada en las formas (1) impllcita F(x, y) = 0, (2) expllcita 
y = f(x), (3) parametrica x = x(t), y = y(t), y (4) en coordenadas polares r = r(9), la expresion de 
la curvatura es, respectivamente: 


F" 

XX 

F" 

xy 

F' 

F" 

F" 

F' 

yx 

yy 

V 

F' 

X X 

F' 

y 

0 


j. x j . y w 

( F ' 2 + F ' 2 ) 3/2 


f" 

(1 + /' 2 ) 3 / 2 ’ 


X 

x" 


y 

y" 


(x' 2 + y’ 2 ) 3 / 2 ’ 


r 2 + 2 r' 2 — rr" 

(j.2 r /2)3/2 


8.8 Calcular la ecuacion de la recta tangent©, recta normal y circunferencia osculatriz a la elipse 
r(9) = acos9ei + 6sin0e 2 en el punto 9 = 7t/6. 


8.9 Calcular la envolvente de un segmento movil AB de longitud constante l cuvos extremos se 
apoyan en los ejes coordenados. [Sol. x 2 / 3 + y 2 ^ 3 = l 2 ^ 3 .] 


8.10 Dada la espiral logarltmica en coordenadas polares r = car , i,que condicion debe verificar el 
parametro a para que la evoluta coincida con la propia curva? [Sol. In a = a 71 '/ 2 .] 


8.11 Calcular la evoluta de las siguientes curvas: 

a) Parabola y 2 = 4 px, 

b) Elipse x 2 /a 2 + y 2 /b 2 = 1, 

c) Cicloide r(9) = a(9 — sin9)e 1 + a( 1 — cos 9)e 2 . 

8.12 Calcular la envolvente de la familia de circunferencias (x — 2a) 2 + y 2 = a 2 . [Sol. Las rectas 
y = ±x/\/?>.} 

8.13 Calcular la curvatura de la cisoide x(t) = t 2 , y(t) = t 3 , en cualquier punto. ^.Posee puntos 
singulares? [Sol. u = 6/i(4 + 9 1 2 ) 3 ^ 2 . El t = 0 es un punto singular.] 

8.14 Hallar las ecuaciones de la recta tangent© y del piano normal a la curva r(t) = (1 + t)e i — 
t 2 e 2 + (1 + t 3 )e 3 , en t = 1. Determinar aslmismo la curvatura y torsion en dicho punto. 
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CAPlTULO 8. CURVAS EN DOS Y TRES DIMENSIONES 


8.15 Encontrar la curvatura de la curva y = x 4 en el punto (0,0). [Sol. 0] 

8.16 Demostrar que si tenemos dada la ecuacion de una curva r(s ) cuyo parametro es la longitud 
del arco, y tal que r ^ = d n r/ds n , entonces se cumple: 

r (!) . r (2) = Q 5 r (2) . r (2) = r (l) , r (3) _ r (2) . r (3) _ r (3) . r (3) _ R 4 _|_ ^2^.2 _|_ ^2 

8.17 Demostrar que si una curva no posee torsion, entonces se trata de una curva plana. 

8.18 Si por la notation [ a,b,c } queremos Represent ar el valor de un determinant© 3x3 cuvas filas 
(o columnas) son las componentes de los 3 vector# a, b y c, entonces demostrar que k 2 t = [r, r, r ]. 

8.19 Definir el triedro intrlnseco a la curva r{t) = (3 1 — t 3 )e i + 3 t 2 e- 2 + (3 1, + t 3 )e 3 , as! corno las 
ecuaciones de Frenet-Serret del misrno. 

8.20 Probar que las ecuaciones de Frenet-Serret se pueden escribir como 


ii=ux vi, v -2 = uj x V 2 , v 3 = u; x v 3 , 

para un cierto vector iv, llamado vector de Darboux, que representa la velocidad angular instantanea 
del punto. Determinarlo. 

8.21 Determinar la curva de ecuaciones intrinsecas k(s) = (1/2 as) 1 / 2 , r(s) = 0, a > 0, s > 0. 

8.22 Se define una helice como aquella curva cuyo vector tangente forma un angulo constante con 
una direction fija del espacio. Demostrar que para toda helice la relation k/t = constante. 

8.23 Determinar que la curva de ecuaciones intrinsecas k(s ) = (1/s), r(s) = 0, s > 0, es una espiral 
logaritmica. 

8.24 Demostrar que los vectores tangent# a la curva r(t) = atei + bt 2 e 2 + t 3 e 3 , siendo 2 b 2 = 3a, 
forman un angulo constante con el vector a = e i + e 3 .^Que angulo? 

8.25 Demostrar que las dos llneas siguientes 

(a) x 2 = 3 y, 2 xy = 9 z, (b) x — 2t, y = In t, z = t 2 , 

son helices. En el caso (b) probar que ademas la helice esta sobre un cilindro cuyas generatrices son 
paralelas a un vector de cosenos directores proporcionales a (0, 1, 1). 

8.26 iQue condiciones debe satisfacer la curva x = at, y = bt 2 , z = ct 3 , para que sea una helice 
generalizada? 

8.27 Conocida la curvatura k(s) y la torsion r(s) de una helice de section circular, encontrar sus 
ecuaciones parametricas 

8.28 Demostrar que si una curva de torsion r distinta de cero esta sobre una esfera de radio a 
entonces se cumple 



8.29 Como la torsion se obtiene a partir del producto (r' x r") ■ r"', demostrar que una partlcula 
puntual sin estructura, sometida a fuerzas centrales, sigue necesariamente una travectoria de torsion 
nula, es decir, una trayectoria plana. j.Corno es la trayectoria si la fuerza depende tambien de la 
velocidad? (Suponer un termino de la forma h(r)v en la direction de v y en otro caso otro termino 
perpendicular a v de la forma k(r) x v). 

8.30 Encontrar la ecuacion diferencial mas general que satisface una curva en el espacio tridimen- 
sional. lY en dos dimensiones? Encontrar las curvas planas de de curvatura constante, k/0. 
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8.31 Demostrar que si una curva en el espacio tridimensional viene expresada en forma parametrica 
x = x(t), y = y(t), z = z(t ), la expresion de la curvatura y de la torsion es 



8.32 Dada la curva en el espacio tridimensional 

t 2 

r{t) = costei + sinf e 2 + — e 3 , 

se pide: 

1) Determinar la ecuacion cartesiana de la curva. 

2) Determinar los vectores unidad tangente, normal principal y binormal en cualquier punto de la 
curva. ,/Estan siempre definidos? 

3) Calcular la curvatura y la torsion en cualquier punto. ^.Donde es la curvatura maxima? ^.Donde 
se anula la torsion? ^Cuanto vale el radio de la circunferencia osculatriz en el punto en que se anula 
la torsion? 

4) Encontrar la ecuacion parametrica y cartesiana de la recta tangente a la curva en el punto t = 7r/2. 

5) Expresar la ecuacion cartesiana de la familia de pianos normales a la curva. [Examen Junio 2002] 

8.33 Encontrar la curvatura de la elipse x(t) = a cost, y(t) = 6 sinf, para todo t € [0,27r], ya/6. 
Encontrar los puntos en los que la curvatura es maxima o minima. ^Cuanto vale la curvatura maxima? 
[Examen Septiembre 2002] 

8.34 Demostrar que si la ecuacion de una elipse se escribe en forma polar r = p/(l + ecos 9) entonces 
la curvatura en los absides (vertices de curvatura maxima) vale k = 1/p. 

8.35 Encontrar las ecuaciones intrmsecas de las curvas: 

(a) x{t) = a cosh t, y(t) = asinhf, z{t) = at, 

( b ) x(t) = ct, y{t) = -\/2clnf, z{t) = c/t, 

8.36 Dada la curva en el espacio tridimensional 

r(t) = 4 cost ei + 3t e 2 — 4sinte 3 , 

se pide: 

1. Encontrar la ecuacion cartesiana de la curva. 

2. Determinar los vectores unidad tangente, normal principal y binormal en cualquier punto de 
la curva. /.Cuales son estos vectores en el punto t = n? 

3. Determinar el piano osculador en el punto t = n/2. 

4. Determinar la longitud de la curva entre los puntos t\ = 7r/2 y t 2 = 57t/2. 

5. Calcular la curvatura y la torsion en cualquier punto. 

6. Determinar la ecuacion parametrica de la superficie construida a partir de la curva y sus rectas 
normales princi pales. 

[Examen Junio 2003] 

8.37 Sea r[t) la curva parametrizada r(f) = | cos t.i + (1 — sin t)j — | cos tk. 

(a) Calcular la tangente, normal, binormal, la curvatura v la torsion en cada punto. 

(b) ^,Es la curva plana?. En caso afirmativo, hallar la ecuacion del piano que la contiene. 

(c) ^De que curva se trata? 


[Examen Junio 2004] 
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8.38 La curva plana 


r(t) = te i + coshie 2 , 


recibe el nombre de catenaria, pues corresponde a la figura que adopta una cadena o hilo, colgada 
de sus extremos y bajo la accion del campo gravitatorio. Calcular: 

(a) El vector unidad tangente y el vector normal principal. 

(b) Su curvatura. 

(c) ^.Donde es su curvatura maxima? 

(d) Su evoluta. 

[Exarnen Septiembre 2004] 

8.39 Dada la curva en M 3 


r(t.) 


(1 + t)e i + (1 




e 3 


Determinar: 

(a) Los vectores unidad tangente, normal pricipal y binormal en cualquier punto de la curva. 

(b) Calcular la curvatura y la torsion en el punto t = 2. 

(c) Calcular la recta tangente en el punto t = 3 y determinar el punto de corte de esta recta con el 
piano XOY. 

(d) Calcular la longitud de la curva desde el punto que esta situado en el piano XOY hasta el punto 
en que la curva corta al piano z = \/8. 

(e) Encontrar la ecuacion cartesiana de la curva. 

(f) Encontrar la ecuacion del piano osculador en el punto t = 0.[Examen junio 2006] 

8.40 Dada la curva en M 3 , 


r(t) = (3 1 - t 3 )e i + 3 t 2 e 2 + (3 1 + t 3 )e 3 , 


se pide: 

(a) Calcular los vectores unidad del triedro de Frenet-Serret en cada punto. 

(b) Calcular su curvatura y torsion en cada punto. 

(c) Calcular su evoluta (La curva de sus centros de curvatura). 

(d) El piano osculador en el punto t = 2. [Exarnen Septiembre 2006] 

8.41 Dada la curva en M 3 , 


r(t) = (3 1 - t 3 )e i + 3 t 2 e 2 + (3 1 + t 3 )e 3 , 


determinar: 

(a) Los vectores unidad del triedro de Frenet-Serret en cada punto. 

(b) La curvatura y la torsion en cada punto. 

(c) La ecuacion cartesiana de la recta tangente en el punto t = 3. 

(d) Los puntos de corte con el piano x + y + z = 0. 

(e) La longitud de la curva entre esos puntos de corte. 

(f) El piano normal en el punto t = 1. 

[Exarnen Junio 2007] 



Capftulo 9 


Superficies en tres dimensiones 


Una superficie se dice que es regular si posee piano tangente en cada punto. Viene caracterizada 
de forma implicita por una funcion derivable F(x,y,z) = 0, de tal manera que si podemos despejar 
la variable z = f(x, y) se nos define la ecuacion cartesiana de la superficie. De forma parametrica 
viene caracterizada por la funcion vectorial 

r(u, v ) = x\ (u, v)ei + x 2 (u, v)e 2 + x 3 (u, v)e 3 = x(u, v)i + y(u, v)j + z(u, v)k, 

dependiente de dos parametros reales u y v. La elimination de los parametros u y v entre las tres 
funciones x = x(u,v), y = y(u,v ) y z = z(u,v) nos dara la ecuacion cartesiana. Si llamamos 
r u = dr/du, r v = dr/dv, en cada punto de la superficie definen un vector tangente a una curva 
(v =cte. y u =cte., respectivamente) contenida en la superficie. La existencia del piano tangente 
implica que r u y r v no son colineales y que entre ambos definen el piano tangente cuya normal 
tiene la direction del vector r u x r v . Definido el vector unitario normal a la superficie en cada punto 
n(u,v ) = r u x r v /\r u x r v |, el piano tangente a la superficie en un cierto punto r 3 , viene dado por 
el vector de position T = (X, Y, Z), tal que n 0 ■ (T — r 0 ) = 0. La recta normal a la superficie en ese 
punto por el vector N( A) = r 0 + A n 0 . 

Las rectas tangentes a una curva C generan una superficie que se denomina superficie tangente 
de C. Como es una superficie construida a partir de rectas, se denomina superficie reglada. Una 
curva de esta superficie que corte perpendicularmente a las rectas tangentes recibe el nombre de 
involuta de C. Otras superficies regladas son las que generan las rectas normales y binormales a 
una curva dada. La superficie que generan las tangentes es una superficie reglada desarrollable, en 
tanto que las que generan las normales y binormales solamente son desarrollables en el caso de curvas 
planas. 

Primera forma cuadratica fundamental 

Se denomina asi a la forma de desarrollar sobre la superficie una geometria local, susceptible de 
definir en el entorno de cada punto una forma de medir longitudes, angulos, superficies, v por lo tanto 
dibujar en el entorno de cada punto figuras geometricas elementales, corno triangulos, cuadrados, 
circulos, etc. y establecer relaciones entre ellas. 

Si r (111,112) es la ecuacion parametrica de una superficie, v llamamos rq = r Ui , se define el tensor 
metrico mediante gij = r q • rj = gji. El elemento de arco de una curva contenida en la superficie es 


ds = \dr\ = \ridui + r 2 du 2 \ = gndu\ + 2gi 2 duidu 2 + g-22.du\, 
y si la curva viene parametrizada en terminos de un parametro t mediante {ui(t) , U2(t)} , 


ds = 


/ 2 

giiu\ 


2g 12 u' 1 u' 2 + g 2 2u’ 2 2 dt , 


por lo que la longitud de una curva contenida en una superficie, se calcula mediante 
1= f ds = f J gii(t)u[ 2 (t) + 2g 12 (t}u , 1 (t)u 2 (t) + g 2 2(t)u 2 2 (t) dt. 

Jtx Jt 1 
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CAPlTULO 9. SUPERFICIES EN TRES DIMENSIONES 


Los coeficientes de la metrica son los coeficientes de la primera forma cuadratica fundamental. Co- 
nocida la metrica, es decir las tres funciones gij(u%, u 2 ), podemos por lo tanto medir distancias sobre 
la superficie y tambien angulos entre curvas, pues si dr = ndu\ + r 2 du 2 y dr' = r\dv\ + r 2 dv 2 son 
dos arcos inlinitesimales asociados a dos curvas que pasan por el mismo punto, el coseno del angulo 
que forrnan se obtiene de 


„ g 1 iduidv 1 + gi 2 duidv 2 + g 2 idu 2 dvx + g 22 du 2 dv 2 

cos 0 = . = . . 

V 9ndu\ + 2g 12 du 1 du 2 + g 22 du\yj gudvf + 2g 12 dv 1 dv 2 + g 22 dv% 

Pero si podemos medir longitudes sobre la superficie tambien podremos medir areas. El elemento de 
area se expresa en funcion de los coeficientes gtj mediante: 


dA = yj 511522 - g\ 2 duidu 2 . 

donde el radicando gng- 22 — g \ 2 = In x r 2 \ 2 > 0, esta siempre definido en una superficie regular. En 
el caso del piano euclideo, la forma de medir distancias, angulos y areas es tambien la misrna solo 
que, en cada, punto, los coeficientes gn = 1, g\ 2 = g 2 \ = 0 y g 22 = 1 son siempre los misrnos, y asi 

ds = \J dx 2 + dy 2 , dA = dxdy 

Podemos considerar al tensor metrico g t j corno una matriz 2x2, simetrica gtj = gji y definida 
positiva, g = detgy,- > 0, por lo que puede diagonalizarse y sus valores propios son numeros reales 
positivos. La diagonalizacion de la matriz gij en cada punto es equivalente a usar sobre la superficie 
una parametrizacion tal que las lineas u = cte y v = cte. son ortogonales en cada punto. En general 
esto se podra hacer de forma local pero no siempre existira para una superficie una parametrizacion 
global que implique que esto se cumple en todos los puntos, corno ocurre para el piano euclideo v en 
coordenadas cartesianas. 

Si consideramos una esfera, y parametrizamos todo punto de la esfera por el angulo cenital —ir/2 < 

9 < 71-/2 que caracteriza a cada paralelo, y por el acimutal 0 < <f> < 2ir que nos define a los distintos 
meridianos, vemos que las lineas 9 = cte y <j> = cte. se cortan de forma perpendicular en cada punto, 
por lo que ggg = 1, gg $ = 0, g ^ = 1, salvo en los polos 9 = ±tt/2 pero <p arbitrario, en que con esta 
parametrizacion todos los puntos no estan unlvocamente definidos. En los polos, aunque existe el piano 
tangente puesto que la superficie es regular, sin embargo no se pueden definir los vectores tangentes a 
las lineas coordenadas, ya que pasan por ellos infinitas lineas </> = cte. 


Segunda forma cuadratica fundamental 

Se denomina asi a una forma de medir localmente en cada punto de una superficie conceptos 
corno el de curvatura de la superficie, curvaturas de sus secciones normales, etc., es decir el saber 
desde el punto de vista local cuanto se aparta la superficie con respecto a su piano tangente, en las 
diferentes direcciones. 

Analicemos el comportamiento de una superficie en un punto con respecto a su piano tangente. 


Sea 


n(wi, w 2 ) 


rq x r 2 
In x r 2 | 


el vector unidad perpendicular al piano tangente. Si desarrollamos r(u+du, v + dv) en serie de Taylor 
hasta terminos de segundo orden 


r(u + du, v + dv) 


r(u, v ) + r u du + r v dv + — ( r uu (du 2 ) + 2 r uv dudv + r vv (dv 2 )) + • • • , 


por lo que a orden mas bajo 

( r(u + du, v + dv) — r(u, v)) ■ n = — ( L uu (du 2 ) + 2 L uv dudv + L vv (dv 2 )) 


que recibe el nornbre de segunda forma cuadratica fundamental y que representa la desviacion normal 
de la superficie respecto del piano tangente. Los coeficientes ■ n que involucran hasta las 

segundas derivadas de r, dan cuenta de la curvatura de la superficie. La superficie 2 = L^x 2 + 
2Li 2 xy + L 22 y 2 recibe el nornbre de paraboloide osculador a la superficie en el punto dado. 
Si LnL 22 — L\ 2 > 0 se trata de un paraboloide eliptico y se dice que el punto es eliptico. Si 
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L 11 L 22 — L 12 < 0 entonces es un paraboloide hiperbolico y se dice que el punto es hiperbolico. Si 
L 11 L 22 — L\ 2 = 0 pero no todos los son nulos, entonces la superficie osculatriz es un cilindro 
parabolico y el punto se dice que es parabolico. Finalmente si todos los Lij = 0, la superficie no tiene 
curvatura en ese punto v se dice que el punto es piano. 


Curvatura normal de una curva sobre la superficie 

Se denomina a la proyeccion sobre n del vector t de la curva de la correspondiente section normal. 


k„ =t ■ n = 


L uu (du/dt) 2 + 2L uv {du / dt){dv / dt) + L vv (dv / dt) 2 
g uu {du/dt) 2 + 2 g uv (du/dt)(dv/dt) + g vv (dv / dt) 2 


En efecto, fijada una direccion sobre la superficie, dando los valores de du y dv, resulta que el vector 
tangente 

. ds ds .. o . / ds\ 2 y d?s , 9 9 

r dt = r u du+r v dv = r — dt = t — dt, r dt = t — dt +t — -at = r uu du +2r uv dudv+r vv dv , 
dt dt \dt ) dt. 2 

y al proyectar sobre el vector normal a la superficie, dado que t ■ n = 0, obtenemos (9.1). 


Radios de curvatura y direcciones principales 

Como en el entorno de un punto la superficie se comporta a orden mas bajo como un paraboloide 
(eliptico o hiperbolico), como un cilindro o bien como un piano, dependiendo de la direccion u-v la 
curvatura normal se escribe, con du = ecosd y dv = esind, 

K n = L uu cos 2 9 + 2 L uv cos 9 sin 9 + L vv sin 2 9, 

y haciendo \n n \ = 1/r 2 , x = rcos9, y = rsind, resulta la conica L uu x 2 + 2 L uv xy + L vv y 2 = 
±1, denominada indicatriz de Dupin, cuvos ejes determinan las direcciones de curvatura maxima y 
minima y cuva distancia al origen del punto (x,y) es el inverso de la raiz cuadrada de |k„|. A los 
radios de curvatura segun esas dos direcciones principales los representamos por i?i y R 2 y a sus 
inversos se les denomina curvaturas principales. 

Si R\ = i?2 el punto se llama cfclico o umbilical. Si i?i y R 2 tienen el misrno signo el punto 
se llama eliptico. Si R\ y R 2 tienen signo opuesto el punto se llama hiperbolico. Si R\ o R 2 es 
infinito el punto se llama parabolico. 

Si establecemos que (9.1) sea maxirno o minimo, como funcion de la direccion, esto es de du y dv, 
estos valores de la curvatura reciben el nornbre de curvaturas principales. Las curvaturas principales 
satisfacen la ecuacion 

(511522 — gl 2 ) K " — (511^22 + 522^11 — 2gi 2 Li2)K + (L 11 L 22 — L 12 ) = 0, (9.2) 

que dividiendo por el primer coeficiente se pone como 

k 2 - 2 Hk + K = 0. (9.3) 

En efecto, fijada una direccion sobre la superficie, la curvatura normal n(du,dv), es funcion de esta 
direccion. Como ademas satisface (9.1) que la reescribimos como 

n(du, dv)(g uu du 2 + 2g uv dudv + g vv dv 2 ) — ( L uu du 2 + 2L nv dudv + L vv dv 2 ) = 0, 

derivando esta expresion con respecto de du y dv e igualando a cero, sabiendo que en las direcciones en 
que k es maxima o minima las derivadas de k se deben anular, resulta un sistema de dos ecuaciones para 
determinar las direcciones en que estas curvaturas son maximas o minimas: 

(.Luu Kg uu )du y (Luv Kg uv )dv — 0, (Luv i^guv^du -t- (Lw K'Qw^dv — 0, (9.4) 

que es un sistema lineal homogeneo en las incognitas du y dv, cuyo determinante de las incognitas se debe 
anular, lo que conduce a (9.2). Las dos soluciones para k, corresponden a los valores maxirno y minimo, 
ki y K 2 - Sustituidos esos valores en (9.4) se obtendran las direcciones (du, dv) en que las correspondientes 
secciones normales tienen esas curvaturas. El result ado general es que estas dos direcciones principales 
son ortogonales. 

Con los coeficientes de la primera y segunda formas cuadrticas fundamentales, obtenemos dos carac- 
terlsticas de la curvatura en cada punto, de una superficie: 

Curvatura media 


1 / 511^22 + 522-Ln — 2<7i2-Ll2 \ 1/1 1 \ 

2 \ 5h 522 - 5i2 / 2 \R 1 R 2 ) 


1 

2 


(ki +k 2 ). 


(9.5) 
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Curvatura de Gauss 


K = 


L11L22 — L\ 2 
311522 - 3l2 


1 

R1R2 


= K \K2- 


(9.6) 


Una superficie reglada es desarrollable si se puede desarrollar sobre un piano, como es el caso 
del cilindro y del cono. La condition necesaria para que una superficie sea desarrollable es que la 
curvatura de Gauss K = 0. 

Las ecuaciones fundamentales de la teoria de superficies son las que establecen como cambian 
por unidad de cada uno de los parametros, los vectores tangentes r\ v r 2 y el vector normal n. Como 
r*i y r 2 no son colineales y n es ortogonal a ellos, entonces estas derivadas quedan expresadas en 
terminos de estos tres vectores. Reciben el nombre de ecuaciones de Gauss- Weingarten y son 


dr; 


dn 


T ij — a — r ijVk H - j 71 1 Tli — . — Li 


dip 


du i 


donde los coeficientes T k ij, y L k , se pueden expresar exclusivamente en terminos de la metrica 
y de sus primeras derivadas y de los coeficientes de la segunda forma fundamental. 

Conocido 3 ^, se calcula g^ k , tal que g^ k gki = dj. 


3 U = 


322 


311322 - 3l2 ’ 


3 12 = 3 21 = 


-312 


311322 - 3l2 


3 22 = 


3n 


311322 - 3l2 


= 1 n ki ( d 9il dgij \ 

\ du? du 1 dii 1 ) ' 

El tensor de curvatura de la superficie se define como 


j-\k kl ^ ^ ~ k 

r ij — 3 r ij ' r l — 2^ 


Lij — rij 


/./•' = 3"/., 


Rijkl — EikLjl LilLjk, R jkl — 3 Rrnjkl ■ 

La curvatura media se reescribe 2 H = g^L^, y la curvatura de Gauss K = L 1 1 L 2 2 — Li 2 L 2 1 - 


Geodesicas sobre una superficie 

Dados dos puntos sobre una superficie, se define una linea geodesica entre ellos como la curva 
contenida en la superficie que posee la menor longitud. Esta curva tiene la propiedad de que su 
normal principal es siempre ortogonal a la superficie, y reciprocamente. Por lo tanto, por todo punto 
de una superficie, fijada la direccion del vector tangente, pasa una v solo una linea geodesica. 

Si parametrizamos la curva mediante el elemento de arco, entonces la longitud entre ambos puntos 
debe ser minima, por lo que 

l = / \jgij{ui,u 2 )u z uj ds 
J So 

Si esta integral debe ser minima, el calculo variational nos lleva a que las funciones «i(s) y ^ 2 ( 5 ), 
que definen las ecuaciones parametricas de la curva sobre la superficie, deben satisfacer el sistema 
de ecuaciones diferenciales de segundo orden: 


dgij 

du k 


iiiiij 


d 

ds 


^ik'di “1“ dkj'dj) — 0) 


y como 


d _ dg ik . 

7 9ik ^ U J l^ 

ds dui 


resulta que 


Uk P ijUiilj — 0, k — 1, 2, 


con las condiciones de contorno en sq y sj, Vemos, por ejemplo, que si la metrica no es funcion de 
punto, los coeficientes T k ij = 0 y las geodesicas se reducen a ■ui(s) = as + b, u 2 (s) = cs + d, que 
eliminando s entre ambas, resultan ser las ’rectas’ u 2 = mu\ + h. Las rectas son las geodesicas del 
piano euclideo. 
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Problemas 

9.1 Hallar la ecuacion de la superficie tangente a la curva r(t) = te i + t 2 e 2 + t 3 e 3 

9.2 Encontrar la ecuacion del piano tangente a la superficie x — u 2 + v 2 , y = u 3 , z = v 3 y que sea 
paralelo al piano x + y — z = 0. [Sol. x + y — z = 8/27.] 

9.3 Dadas las siguientes formas cuadraticas, decir cuales no constituven una forma cuadratica valida 
para caracterizar a una superficie regular. 

(a) ds 2 = du 2 + 4 dudv + dv 2 \ (b) ds 2 = du 2 + 4 dudv + Mv 2 ; 

(c) ds 2 = du 2 — 4 dudv + 6dv 2 ; (d) ds 2 = du 2 + 4 dudv — 2 dv 2 ; 

9.4 Encontrar las formulas de transformation de los coeficientes gtj de la primers forma cuadratica 
fundamental cuando se realiza un carnbio de parametrizacion de la superficie. Determinar asimismo 
corno se modifica el elemento de area cL4 = Hdudv = yj g uu 9vv ~ duv^udi’. 

9.5 Demostrar que el piano tangente a la superficie f(x — az,y — bz) = 0 en cualquier punto, es 
paralelo a una direction fija. 

9.6 Demostrar que los pianos tangentes a la superficie 

2 = x<j>{y/x) 

en cualquier punto, pasan todos por el origen de coordenadas. 

9.7 Probar que las ecuaciones parametricas 

1 — u 2 — v 2 2 bu 2 cv 

1 + u z + v z 1 + u z + v z 1 + u z + 

se reducen en su forma cartesiana a las ecuaciones del elipsoide 



9.8 Probar que las dos superficies x 2 + 3 y 2 + 2 z 2 = 9, x 2 + y 2 + z 2 — 8x — 8y — 6z + 24 = 0, son 
tangentes entre si en el punto (2, 1, 1). 

9.9 Dada la superficie parametrizada 

x = u cosv, y — u sinti, z = u, 0<u<oo, v £ (0,2ir), 

(a) Demostrar que se trata de un cono con vertice en (0,0,0) y el semiangulo con su eje es 7r/4. 

(b) Encontrar el punto del cono donde el piano tangente es paralelo al piano z — x = 0 y calcular el 
piano tangente en dicho punto. 

(c) Calcular la curvatura media y curvatura de Gauss en cada punto de la superficie. ^Cuales son las 
curvaturas principales? 

[Examen Septiembre 2003] 

9.10 Encontrar la superficie envolvente de la familia de pianos u 3 — 3u 2 x + 3 uy — z = 0, donde 
u es el parametro que determina cada piano de la familia. Lo misrno para la familia de pianos 
x sin u — y cos u + kz — au = 0, con a =cte. 

9.11 En el elipsoide 

x = a sin u cos v, y = b sin u sin v, z = c cos u 
encontrar su ecuacion cartesiana y las curvas coordenadas u =cte y v =cte. 

9.12 Encontrar la ecuacion cartesiana de la superficie construida al girar la recta x = 1, z = 2y, 
alrededor del eje OZ. [Sol. x 2 + y 2 — z 2 / 4 = 1.] 
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9.13 Encontrar la familia formada por los pianos rectificantes de la helice 

r(t) = acostei + asinte 2 + bte 3 . 
Calcular la superficie envolvente de la anterior familia. 


9.14 Demostrar que 


. . U + V u — V 

r(u, v) = — — e 1 H — e 2 + uv e 3 . 


es una representation parametrica del paraboloide hiperbolico z 2 = x 2 — y 2 . Encontrar como son 
las curvas u —cte y v =cte sobre dicha superficie. Encontrar tambien las curvas de corte con pianos 
paralelos a los coordenados. 


9.15 Demostrar que si una curva esta sobre la superficie de una esfera, entonces 

9.16 Demostrar que si 2 = f(y) es una curva en el piano ZY entonces la superficie 

r(u,v ) = u cos v e\ + usinv e 2 + f(u) e 3 , 

es la superficie de revolution que genera la curva z = f(y) al girar alrededor del eje OZ. 

9.17 Encontrar la ecuacion de un cono de revolution alrededor del eje OX con vertice en el punto 
(a, 0,0) y cuyo semiangulo en el vertice es de 30°. 

9.18 Verificar que la superficie 

r(0, (f>) = (b + asincj)) cos 6 e 3 + (b + a sin</>) sin0 e 2 + acos<j)e 3 , 

es un toro de revolution. Analizar los parametros utilizados. Calcular el piano tangente v la recta 
normal al toro en un punto cualquiera. ( ',En que puntos el piano tangente es paralelo al piano x — 
■ly ■ z - 3 - 0? 


9.19 Dadas dos circunferencias de radio r, paralelas y separadas una distancia 2 h, encontrar la 
ecuacion parametrica y cartesiana de un hiperboloide de una hoja construido al unir con rectas 
puntos de ambas circunferencias donde cada punto de una de las circunferencias se une con el 
correspondiente de la otra que se encuentra girado un angulo 9 respecto de el. Encontrar tambien la 
ecuacion de esta superficie pero rotando cierta recta alrededor del eje OZ. /.Que sucede si 9 = 0? 


9.20 Sobre una superficie r(wi,u 2 ), si llamamos rq = r u . , se define el tensor metrico mediante 
9ij = fi ■ Vj . Demostrar que el vector unidad normal a la superficie viene dado por 


r 3 x r- 2 

-912 

y donde el anterior denominador es precisamente el valor absoluto del vector que aparece en el 
numerador. Verificar que el area de una superficie es precisamente A = f s \J gwg^n — g\ 2 d u idu 2 - De 
la misma manera, el angulo 9 que forman los vectores tangentes n y r 2 es 



cos 9 = 


g 12 


9.21 Demostrar que la superficie 

r(u, v) = ue i + ve 2 + ( u 2 + v 3 )e 3 , 
es eliptica si v > 0, hiperbolica si v < 0 v parabolica si v = 0. 

9.22 Demostrar que los puntos de la superficie tangente a una curva dada son puntos parabolicos. 
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9.23 La primera v segunda formas cuadraticas fundamentales se escriben: 

I = dr ■ dr, II = d 2 r ■ n = — dr ■ dn. 


La tercera forma cuadratica fundamental se define mediante III = dn ■ dn. Demostrar que se 
satisface: 

III - 2 HII + KI = 0, 

donde H y K son respectivamente la curvatura media v curvatura de Gauss. 

9.24 Dada la curva z = y 2 + 2 en el piano YOZ, encontrar la superficie de revolucion generada por 
esta curva al girar alrededor del eje OY. Encontrar la ecuacion del piano tangente a esta superficie 
en el punto (11, 3, 0). 

9.25 Demostrar que si una superficie se escribe en la forma z = f(x, y), la curvatura de Gauss viene 
dada por 


K = 


fxxfyy f X y 

(i + fx + flY 


9.26 Demostrar que si tenemos dada la superficie de revolucion alrededor del eje OZ 
r(t, 9) = f{t) cos 6e\ + f(t) sin 0e 2 + te 3 , f(t) > 0 


entonces dicha supeficie es una superficie parabolica (curvatura de Gauss nula) si y solo si se trata 
de un cilindro con generatrices paralelas a OZ o bien de un cono de eje OZ 


9.27 Si tenemos dada una curva regular parametrizada por el arco s, r(s), contruimos sobre ella una 
superficie en forma de tubo, definiendo en el piano normal a la curva un circulo de radio R centrado 
en la curva. Haciendo que este circulo viaje con su centro a lo largo de la curva, nos da la ecuacion 
de una superficie tubular de la forma: 


r*(s,u) = r(s) + R(v 2 (s)cosu + v 3 (s)sinu), R > 0, 0 < u < 2ir. 

donde ^ 2 ( 5 ) y v 3 (s) son respectivamente el vector normal principal v el vector binormal de la curva 
en el punto s. Se pide: 

(a) Calcular los vectores derivados que definen al piano tangente en cada punto. 

(b) Demostrar que, salvo un signo, el vector unidad normal a la superficie en cada punto n(s,u), 
tiene la direction del vector unidad u = v 2 (s) cos u + v 3 (s) sinu. 

(c) ;,En que puntos es la superficie irregular? 

(d) En el supuesto de que la curva r(s) fuese plana, ^en que puntos de la superficie el piano tangente 
es paralelo al piano osculador de la curva? [Exarnen Junio 2005] 


9.28 La superficie catenoide viene dada por la siguiente parametrizacion: 

r (it, v) = cosh v cos uei + cosh v sin ue 2 + ve 3 , M,sei 

(a) Calcular la curvatura de Gauss en todo punto. 

(b) Calcular la ecuacion cartesiana de la recta normal en el punto r(0,0). 

(c) Si consideramos la curva sobre esta superficie definida por R(t) = r(t, f), determinar la curvatura 
de esta curva en todo punto y su piano osculador en t = 0. 

[Exarnen Septiembre 2007] 
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CAPITULO 9. SUPERFICIES EN TRES DIMENSIONES 


Algunas superficies notables 

Toro 

x(9, </>) = (b + a cos 9) cos^, y(9, cj>) = (6 + a cos 9) sin </>, z(0, </>) = asin0. 



Es una rosquilla de radio central b y de seccion circular de radio a < b. 
rg = (— asin0cos<^, — asin0sin</>, acos0), = (— (b + a cos 9) sin0, ( b + a cos 9) cos<^,0), 

\r s x r <j>\ = a(& + acos 9) ^ 0, a<b. 
n = (— cos 0 cos — cos 0 sin </>, — sin 0) . 

Existe por lo tanto el vector normal en todo punto de la superficie. 

rgg = (— a cos 0 cos (j),—a cos 0 sin (j), — a sin 0) , 

r ^ = (— (b + a cos 9) cos <j>,—(b + a cos 9) sin </>, 0), 
rg^ = (a sin 0 sin sin 0 cos 0,0). 


Coeficientes de la metrica, o primera forma cuadratica fundamental 

gse = gn=a 2 , = 322 = (& + OCOS0) 2 , g 84> = g 1 2 = 0, detg = a 2 (b + acos0) 2 ^ 0, a < b. 

Coeficientes de la segunda forma cuadratica fundamental 

Lgg = in = a, Lg<p = L\2 = 0, L ( j >( j > = L22 = (b + a cos 0) cos 0 


La curvatura media y la curvatura de Gauss 

( b + 2 a cos 0) 

2 a(b + a cos 0) ’ 


COS0 

a(b + a cos 9) 


H = 


K = 
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Elipsoide 


x(o, <p) 


a cos 8 cos (j>, 


x 

a 



y(8,(p) = b cos 8 sin cp, 


z(6, cp) = csin0. 



rg = (— a sin 0 cos (/>, — 6 sin 0 sin ccosd), r $ = (— a cos 0 sin <f>, 6 cos 0 cos <p, 0 ), 

\re x r 0 | = yj gug 2 2 - gf 2 = V^etg. 

rgg = (— a cos 9 cos cp, — b cos 9 sin cp, —csind), r ^ = (— acos 9 cos cp, —b cos 8 sin cp,0), 

r 00 = (a sin 8 sin cp, — b sin 8 cos cp, 0 ), 

n = (—be cos 8 cos cp, —ac cos 8 sin cp, — afcsin 6) / \j a 2 b 2 sin 2 8 + c 2 cos 2 9(a 2 sin 2 cp + b 2 cos 2 </>) 

Coeficientes de la metrica, o primera forma cuadratica fundamental 

gee = gn = (a 2 cos 2 cp + b 2 sin 2 <j>) sin 2 9 + c 2 cos 2 0 , g ^ = 522 = (a 2 sin 2 cp + b 2 cos 2 </>) cos 2 0 , 

gerf, = gi 2 = ( a 2 —b 2 ) sin 8 cos 8 sin cp cos (p, 
det g = cos 2 8 ( a 2 b 2 sin 2 8 + c 2 cos 2 9(a 2 sin 2 <p + b 2 cos 2 </>)) . 

Coeficientes de la segunda forma cuadratica fundamental 

abc 


Lgg = Ln = 


\J a 2 b 2 sin 2 8 + c 2 cos 2 8(b 2 cos 2 cp + a 2 sin 2 <p) 

abc cos 2 0 


, ierf. = L12 — 0 , 


L q = L22 — 


■y/ a 2 6 2 sin 2 8 + c 2 cos 2 8(b 2 cos 2 + a, 2 sin 2 cp) 

La curvatura media y la curvatura de Gauss 

abc((a 2 + b 2 sin 2 8) sin 2 (p + (b 2 + a 2 sin 2 9 ) cos 2 (p+ c 2 cos 2 9 ) 


H = 


K = 


2 (a 2 b 2 sin 2 8 + c 2 cos 2 8(b 2 cos 2 <p + a 2 sin 2 cp)) 3 / 2 
a 2 b 2 c 2 

(a 2 6 2 sin 2 0 + c 2 cos 2 0(6 2 cos 2 </> + a 2 sin 2 <^)) 2 
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Hiperboloide de una hoja 



x(0, <j>) = a cosh 0 cos </>, y{9, 4>) = b cosh 9 sin <f>, z{9, (/)) = csinh 6. 



rg = (a sinh 6 cos </>, b sinh 9 sin </>, c cosh 9) = {—a cosh 9 sin </>, b cosh 9 cos <j), 0) , 

| rg x r q i| = \/detg. 

r ee = (a cosh 9 cos </>, b cosh 9 sin <f>, c sinh 9) 
r 4>4> = (— a cosh 0 cos </>, — 6 cosh 9 sin <f>, 0), 

= (— a sinh 9 sin (f),b sinh 9 cos 0,0) 

n = {—be cosh 9 cos <f>, —ac cosh 9 sin <f>, ab sinh 9) / yj c 2 {a 2 sin 2 cf> + b 2 cos 2 <j>) cosh 2 9 + a 2 b 2 sinh 2 9 

Coeficientes de la metrica, o primera forma cuadratica fundamental 

g eg = gu = (a 2 cos 2 0 + b 2 sin 2 <ft) sinh 2 9 + c 2 cosh 2 9 , g ^ = g 2 2 = (a 2 sin 2 (j) + b 2 cos 2 <j > ) cosh 2 9, 

gg ^ = g \2 = ( b 2 — a 2 ) sinh 9 cosh 9 sin cos 0, 
det g = cosh 2 9 ( c 2 (a 2 sin 2 <f> + b 2 cos 2 0) cosh 2 0 + a 2 & 2 sinh 2 9) . 

Coeficientes de la segunda forma cuadratica fundamental 

—abc 


Lgg = Ln = 


y c 2 (a 2 sin 2 </> + b 2 cos 2 </>) cosh 2 9 + a 2 b 2 sinh 2 9 

—abc cosh 2 9 


, Lgg, = L 12 — 0, 


= i 22 — — , = 

y c 2 (a 2 sin 2 <f> + b 2 cos 2 0) cosh 2 9 + a 2 b 2 sinh 2 0 

La curvatura media y la curvatura de Gauss 

abc {—a 2 sin 2 <f> — b 2 cos 2 <f> + c 2 cosh 2 9 + (a 2 cos 2 (f>+ b 2 sin 2 </>) sinh 2 9 ) 


H = 


K = 


2 (c 2 (a 2 sin 2 (f> + b 2 cos 2 <j>) cosh 2 9 + a 2 b 2 sinh 2 9) 
-16aW 


3/2 


{[a 2 + b 2 — (a 2 — b 2 ) cos(2</>)]c 2 (l + cosh(2#)) + 2a 2 6 2 (l — cosh(20))} 2 
Es una superficie en la que todos sus puntos son hiperbolicos. 


< 0 . 
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Hiperboloide de dos hojas 


2 2 2 

x y z z z 


x(9,cf>) = a sinh <t> cos 9 , y(9,<f>) = 6sinh </>sin 0, 


z(9, <f>) = ±ccosh</>. 



rg = (—a sinh cj) sin 9, b sinh <f> cos 0,0) 
r ^ = (a cosh 0 cos 9, b cosh <j> sin 9, c sinh 0) 

\rg x r^| = y a 2 b 2 cosh 2 (f> sinh 2 4> + c 2 (a 2 sin 2 9 + b 2 cos 2 9) sinh 4 </>. 


Coeficientes de la metrica, o primera forma cuadratica fundamental 

ggg = gn = (a 2 sin 2 9 + b 2 cos 2 9) sinh 2 </>, 
g = 322 = (a 2 cos 2 9 + b 2 sin 2 9) cosh 2 </> + c 2 sinh 2 
gg ^ = 312 = (6 2 — a 2 ) sin 0 cos 0 sinh <j> cosh 0, 
detg = | r e x r 0 | 2 . 

Coeficientes de la segunda forma cuadratica fundamental 

—abc sinh 3 </> 


Lgg = Ln = 


— L22 — 


a 2 b 2 cosh 2 </>sinh 2 <fi + c 2 (b 2 cos 2 9 + a 2 sin 2 0) sinh 4 (j> 

Lg,/, = L 12 = 0, 

—abc sinh </> 


I a 2 b 2 cosh 2 <f> sinh 2 cj) + c 2 (b 2 cos 2 0 + a 2 sin 2 0) sinh 4 </> 

La curvatura media y la curvatura de Gauss 

—abc(b 2 cos 2 9 + a 2 sin 2 0 + cosh 2 <f>(a 2 cos 2 0 + b 2 sin 2 0) + c 2 sinh 2 (j>) 


H = 


2 (a 2 b 2 cosh 2 cj> + c 2 (b 2 cos 2 9 + a 2 sin 2 0) sinh 2 <fi) 3 / 2 
a 2 b 2 c 2 


K = 


a 2 b 2 cosh 2 <fi + c 2 (a 2 sin 2 9 + b 2 cos 2 0) sinh 2 </> 
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Cono 


y 


-^ = ° 


a 2 b 2 c* 

x{0,(j>) = asinh</>cos 0 , y(6, 4>) = 6 sinh(/>sin#, z(6,<j>) 


csinh (f>. 



rg = (— asinh</>sin0,6sinh<^cos0, 0) 
r ^ = (a cosh <t> cos 9 , b cosh (j> sin 0 , c cosh </>) 

| rg x r^| = \J cosh 2 (f> sinh 2 cj)(b 2 c 2 cos 2 9 + a 2 (b 2 + c 2 sin 2 0)). 


Coeficientes de la metrica, o primera forma cuadratica fundamental 

g gg = gn = (b 2 cos 2 9 + a 2 sin 2 9) sinh 2 cj), 

^00 = 522 = (c 2 + a 2 cos 2 9 + b 2 sin 2 9) cosh 2 cj), 

5 S 0 = g 1 2 = ( 6 2 — a 2 ) cos 0 sin 9 cosh </> sinh 0, 
det 5 = |re x r 0 | 2 . 

Coeficientes de la segunda forma cuadratica fundamental 

— abc sinh 4> 


Lgg = Lu — - 


yjb 2 c 2 cos 2 0 + a 2 ( b 2 + c 2 sin 2 9) 


Lg 0 = L\2 = 0, 

-^00 = L22 = 0 . 

La curvatura media y la curvatura de Gauss 

—abc(c 2 + a 2 cos 2 9 + b 2 sin 2 9) 


H = 


( b 2 c 2 + a 2 (2b 2 + c 2 ) — (a 2 — b 2 )c 2 cos 29) yj ( b 2 c 2 cos 2 9 + a 2 (b 2 + c 2 sin 2 9)) sinh 2 <f> 


I< = 0 
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Paraboloide eliptico 


x(6, (j)) = a<t> cos 9, 


z = 



b 2 


y{0,<t>) = b(j)s,m.O, z{0,(j)) 



rg = (— a^>sin0, be/) cos 9, 0) 
r ^ = (acos0,6sin0,2</>) 

| rg x r^| = \J a 2 (j) 2 (b 2 + 4 cj> 2 sin 2 9) + 4b 2 (f> 4 cos 2 9. 


Coeficientes de la metrica, o primera forma cuadratica fundamental 

ggg = gw = ( a 2 sin 2 9 + b 2 cos 2 9)cj) 2 , 
g 00 = 522 = 4 (/> 2 + a 2 cos 2 9 + b 2 sin 2 9, 
gg$ = 512 = ( b 2 - a 2 )</>sin 9 cos 9, 
det 5 = | r e x r 0 | 2 . 

Coeficientes de la segunda forma cuadratica fundamental 

— 2abtf) 3 


Lgg = Lw — 


= L 22 — 


\J 4 b 2 (f> 4 cos 2 9 + a 2 (j> 2 (b 2 + 4</> 2 sin 2 0) 


= L12 = 0 , 
—2 abej) 


/ 4b 2 (f> 4 cos 2 0 + a 2 cj) 2 (b 2 + 4 (f) 2 sin 2 0) 

La curvatura media y la curvatura de Gauss 

—ab(j)(a 2 + b 2 + 4 (ft 2 ) 


H = 


(2 b 2 (f> 2 + a 2 (b 2 + 2<f> 2 ) — 2 (a 2 — & 2 )(/> 2 cos 29)\J 4b 2 (f) 4 cos 2 9 + a 2 4> 2 {b 2 + 4 (j) 2 sin 2 9) 

4 a 2 b 2 


IC = 


(2 b 2 (j) 2 + a 2 (b 2 + 2 cj> 2 ) — 2 (a 2 — 6 2 )</> 2 cos 20) 2 
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rg = (a^sinh 9,b(j> cosh 0,0) 
r<f, = (a cosh 6, b sinh 9 , 2</>) 

| rg x = yj Ab 2 (j> A cosh 2 6 + a 2 4> 2 (b 2 + Acf > 2 sinh 2 6). 


Coeficientes de la metrica, o primera forma cuadratica fundamental 

ggg = gu = (j) 2 {b 2 cosh 2 9 + a 2 sinh 2 9), 
g = g 22 = 4 (f) 2 + a 2 cosh 2 9 + b 2 sinh 2 9, 
gg ^ s gi 2 = ( a 2 + b 2 )cj) cosh 9 sinh 9, 
det g = |re x r^ 2 . 

Coeficientes de la segunda forma cuadratica fundamental 

2 ab<j) 3 


Lgg = L 11 = 


L^fj, = L22 — 


y J Ab 2 (j> A cosh 2 9 + a 2 (j) 2 (b 2 + 4(f> 2 sinh 2 9) 

Lg = L12 = 0, 

—2 ab(f> 


yj 4 b 2 (f> 4 cosh 2 9 + a 2 cj> 2 (b 2 + 4 (f> 2 sinh 2 9) 

La curvatura media y la curvatura de Gauss 

ab(j)(a 2 — b 2 + 4 (j) 2 ) 


H = 


(2 b 2 c/) 2 + a 2 (b 2 — 2 < f > 2 ) + 2(a 2 + b 2 )<j> 2 cosh 29) yj 4 6 2 </> 4 cosh 2 9 + a 2 <t) 2 (b 2 + A ( f > 2 sinh 2 9) 

—4a 2 b 2 

(2b 2 (j) 2 + a 2 (b 2 — 2(j) 2 ) + 2 (a 2 + b 2 )(j) 2 cosh 2 0) 2 ’ 

La curvatura de Gauss es siempre negativa. 
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Cilindro parabolico 


x{o , cj>) = e, y{e , 4>) = (/), z(e, <j>) = - e 2 . 



r e = (1,0, -20) 


r-0 = (0,1,0) 

|re x r^| = \/l + 43 2 . 


Coeficientes de la metrica, o primera forma cuadratica fundamental 

gee =gn = l + 40 2 , 

300 = 322 = 1 , 

300 = 3i2 = 0, 
det 3 = 1 + 43 2 . 

Coeficientes de la segunda forma cuadratica fundamental 

—2 

Lee = Lu = 


Vl + 46> 2 ’ 

Le</> = L12 = 0 , = L 2 2 = 0 . 

La curvatura media y la curvatura de Gauss 

ff = ^ 


(1 + 43 2 ) 3 / 2 ’ 


Jf = 0. 
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Desarrollable tangencial de la helice 

Dada la helice 

r(9) = a costfei + asin$e 2 + b0e 3 , 

la superficie desarrollable tangencial es la construida con todas las rectas tangentes a esta curva, 

r(9 , A) = r(9) + A r'(9) 

r(6, A) = a( cos 9 — Asin9)e 1 + a(sin# + A cos 9)e 2 + b{9 + A)e 3 , 

rg = —a(sm0 + \cos9)ei + a(cos9 — \sm9)e 2 + be 3 , 
r x = —asindei + acosde 2 + be 3 , 
rgg = — a(cos0 — Asin0)ei — a(sin# + Acos#)e 2 , 

rg\ = — acosllei — asin0e 2 , 

r\\ = 0. 



n = — r ~~~\ = (— 6sin0ei + bcos9e 2 — ae 3 ) / \/ a 2 + b 2 

|r e xr A | 

gee = b 2 + a 2 (l + A 2 ), ge\ = a 2 + b 2 , g xx = a 2 + b 2 . 
Lge = -ab\/ \J a 2 + b 2 , L gx = 0, L xx = 0. 

H = ~ b 

2aAV a 2 + b 2 


I\ = 0 . 
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Nautilus o caracol 

Dada la superficie 

r(u, v) = ucos w(4 + cos (u + v))e\ + usinu(4 + cos(u + v))e 2 + usin(u + v)e 3 , 
con u £ ( 0 , 67 r), v £ ( 0 , 2tt) se tiene la figura 



Silla de mono 

Dada la superficie 


r(u,v ) = ucosvei + usmve 2 + M 3 cos(3n)e 3 , 


con u £ K + , v £ [0, 27t], se denomina silla de mono, ya que posee dos zonas para las piernas y otra 
para el rabo. 



0.2 
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